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ВВЕЩБНИЕ 
1. Общая харакФ^зиспика рабошы 
Большое число прикладных задач приводит к динамическим 

системам (векторньм полям) на плоскости и двухмерных поверх
ностях, зависящим от параметров и исследуемых методами теории 
бифуркаций. В связи с этим является важным и актуальным описа
ние "стандартных" бифуркаций, которые могут быть в типичных 
семействах векторных полей, зависящих от нескольких парамет
ров. Простейшие такие бифуркации - бифуркации векторных полей 
первой степени негрубости на двумерном диске (сфере), реализу-. 
емые уже в типичных однопараметрических семействах, исследова
ны еще в тридцатые годы в основополагаоцих работах А.А.Андро
нова и Е.А.Леонтович [2, 3]. Векторные поля первой степени не
грубости на поверхностях, ориентируемых и неориентируемых, и 
их бифуркации изучены С.Х.Арансоном [7, 8], á также Сотомайо-
ром [34]. Сотомайором был введен более обший класс негрубых 
векторных полей на поверхностях - квазиобщих векторных полей, 
и доказано, что они всюду плотны в множестве негрубых полей и 
образуют погруженное подмногообразие коразмерности один в про
странстве BeKTopíibix полей. 

К середине семидесятых годов было закончено описание ло
кальных бифуркаций в окрестности особых точек и замкнутых тра
екторий в типичных двухпараметрических семействах векторных 
полей на поверхностях [33, 36, 10 и др.] 

Долгое время, по-видимому, единственной работой, в которой 
исследовались нелокальные бифуркации в многопараметрических 
семействах на плоскости, оставалась статья Е.А.Леонтович [15], 
где была дана оценка числа циклов, рождаюцихся из петли cena-
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ратрисы седла с нулевой седловой величиной. 
В первой половине восьмидесяа?ых годов появились работы 

Рейна [24], В.П.Ноздрачевой [19-21], Д.В.Тураева [37], в кото
рых исследовались бифуркации рождения циклов из сепаратрисных 
контуров в двухпараметрических семействах векторных полей на 
поверхностях. 

Заметим, что начиная с семидесятых годов было опубликовано 
много работ, в которых изучались нелокальные двухпарамет-
рические бифуркации в многомерных динамических системах. В 
первую очередь, это работы Л.П.Шильникова и его учеников (см., 
например, обзор [6]) . Ввреду специфики многомерных задач из 
этих работ применима к двухмерному случаю только работа 
В.И.Лукьянова [16] по бифуркациям петли сепаратрисы седло-
узла . 

В связи с вышесказанным, представлялось .актуальньм про
должение исследования нелокальнык бифуркаций в типичных двух
параметрических семействах векторных полей на поверхностях, 
что и бьшо сделано автором в работах [25-32], положенных в ос
нову настоящей диссертации. 

Получены следующие новые результатьп 
В множестве векторных полей класса С*^('^>^б)на поверхности 

М , не являкхцихся ни грубыми, ни квазиобшиьш, вьщелены под
множества, являгациеся подмногобразиями коразмерности два в 
пространстве векторных полей. Описаны типичные двухпараметри-
ческие бифуркации векторных полей, принадлежащих этим подмно
гообразиям. Получены полные бифуркационные диаграммы в следую-
ших случаях: 
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1. Поле имеет двухстороннюо петлю сепаратрисы седла с ну
левой седловой и сепаратрисной величиной С- Ф1, к которой пре
дельны сепаратрисы других седел. 

2. Поле имеет одностороннкю петлю сепаратрисы седла с ну
левой седловой величиной и сепаратрисной величиной 

3. Поле имеет двухсторонний контур из сепаратрис двух раз
личных седел, не являющийся предельным множеством. 

4. Поле имеет контур из сепаратрис двух различных седел с 
седловыми величинами одного знака, к которому предельны сепа
ратрисы других седел. 

5. Поле имеет один двухсторонний контур из сепаратрис сед
ло-узла и седла с седловой величиной''' о' о. 

6. Поле имеет один односторонний контур из сепаратрис сед
ло-узла и седла ( ̂  Ф О) ̂  

7. Поле имеет два односторонних перекрещивающихся контура 
из сепаратрис седло-узла и седла С'^ Ф о) . 

8. Поле имеет траекторию сЛ-предельную к петле , сепа
ратрисы седла с седловой величиной сУ̂  > С или к двойному циклу 
на который наматывается единственная сепаратриса седла, и 
со -предельную к петле сепаратрисы седла с седловой вели

чиной <^ < О или к двойному циклу [^2^ , с которого сматывается 
единственная сепаратриса седла, и удовлетворявшее некоторьм 
дополнительным условиям. 

Во всех случаях 1 - 8 также предполагается, что поле не 
имеет.незамкнутых траекторий, устойчивьк по Пуассону. 

Бифуркации рассматриваемых т14пов можно реализовать на сфе
ре и проективной плоскости. 

Замечание. Рождение циклов из сепаратрисных контуров на 
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плоскости рассматривалось также в ряде работ [9, 11, 13], 
опубликованных через несколько лет после работ автора. 

2. Основные ощэеделения и обозначения 
Пусть М. - двумерное замкнутое С ̂ многообразие. Обозначим 

ЗС^-Ж^(М]~ банахово пространство векторных полей класса (Г ^ 

на Л/ с С "Нормой [23] . 
Пусть Е -окрестность нуля в Л -мерном нормированном про

странстве . С -семейством векторных полей из ЗС с базой Е 

{шм просто Л -параметрическим семейством векторных полей) на
зовем С -отображение Е-3 £ '—^ € • Будем его обозначать 
I ^ £ ̂  Н • Обозначим через ( М •, В ) множество 
С -семейств ^ ̂  ̂  ' прсйсодящих при £ = с через 
заданную точку ̂ ^ , т.е. таких, что У ^ . Введем в 
этом множестве топологию, индуцированную из пространства С -

отображений С^(£, ^ З^^(Ы)) [14]. 
Пусть 21-множество векторных полей, грубых в сЖ 

Обозначим через ^_ ̂  множество квазиобщих векторных полей 
3^ - векторных полей, не имеющих устойчивых по Пуас

сону траекторий и удовлетворяоцих одному из следующих условий: 
1) Все особые точки и замкнутые траектории гиперболиче

ские; имеется единственная сепаратриса, идущая из седла в сед
ло (если это одно и то же седло , то седловая величина 

2) Все особые точки и замкнутые траектории гиперболические 
за исключением одной, являоцейся либо двукратной особой точкой 
трша седло-узел, либо сложным фокусом кратности один, либо 
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двухсторонним двойным циклом, либо односторонним двойным цик
лом**; вроме того, нет выходящей сепаратрисы седла или седло-
узла, являющейся и входящей сепаратрисой седла шт седло-узла. 

Обозначим через 21 ̂  , подмножество в 2Г ̂  , состоящее из 
векторных полей первой степени негрубости [1]. Сотомайор пока
зал, что Ц ^ (51^) при 1>,^ является погруженным (вложенным) 
С"̂  -подмногообразием коразмерности один в , а всюду 
плотно в <^ 4̂  • ®оли Л/ ориентируемо или неориентируемо 
и его род ^ ̂  3 . Бифуркации векторных полей из 21 хорошо 
известны [1, 34] . Кое-что известно и о бифуркациях векторных 
полей из \ [34 , 17] . 

В диссертации рассматривается р'Ад подмножеств множества 
^^.'=с^^\21^'^Х1*^ , являющихся подмногообразиями 
коразмерности два в и описаны бифуркации векторных полей 
Хр , прршадлежащих этим подмногообразиям, в типичных двухпа-
раметрических семействах "/ 1' ̂  ̂ £• ' 

Напомним, что множество 6 ̂  называется (вложенным) 
С' -подмногообразием коразмерности 1^ в ЗС , если для любой 
точки Л 2Г найдутся ее окрестность , ок
рестность нуля V, в банаховом пространстве £ ̂  , окрестность 
нуля \1^ в пространстве -диффеоморфизм • \/ —5> 1/̂  X \^2. 
такие, что (р ( V/П 21^ )-V/, X ̂  С | ^ ^('Х,)-Сс,б)) [14]. 

Из теоремы о неявной функции следует, что если ИС. ЗС 

Замкнутая кривая в М называется двухсч^орогтей (односторонней), если она 
имеет в М трубчатую окрестность, гомеоморфную плоскому кольцу (листу Ме
биуса) . 

Мы назьюаем односторонним устойчивым (неустойчивьы) двойньы циклом 

замкнутую траекторию для функции последования Х/ ^ окрестности которой 
имеем: х(0)=0, х'(0)=0, (х̂ ) " (0) <0 (>0) . 



и для любой точки ^ существует ее окрестность % в X-
и С*̂ Функция {̂ "̂  такие, что производная с!^ (Хр) 
осръективна, а ? ^(о)-^ 001 ,то 21^^ является С-подмного-
образием коразмерности /77 в , а окрестность \/ и диффео
морфизм , фигурирующие в определении подмногообразия, можно 
выбрать так, что В^^Ке^ с1^(Х,} , ̂ ¿ ^ 1 / ,1Г^^{Х) = ̂ (Х) , 

У( ̂  \/ ^ где ТГ^ • ̂  ^ ̂  "'̂  ~ проектирование на второй 
сомножитель. 

Будем говорить, что Л -параметрическое семейство векторных 
полей \ ̂ £^£€В '^^сверсально пересекает при'<£^0 подмно
гообразие 21 коразмерности /7) , если У^ 6- 21^ 

и. производная Су1 (^(О)/д1^-0 * (скръективна) 
[14]. Очевидно, что л -параметрические семейства векторных 
полей \ £€:Е- ' ̂ ^^^^Р^^ьно пересекающие при Е^о 

подмногообразие в заданной точке Х^ / образуют в 
*9\^СН,Е) открытое всюду плотное множество, иными словами, 
являются типичными. 

Бифуркационным множеством семейства "̂£е̂ 5 будем на
зывать множество 3 I ^с^*^ V ZГ'̂ j' • ГЬнятие би
фуркационной диаграммы семейства часто имеет разный смысл и не 
всегда формализуется. В диссертации мы будем понимать под би
фуркационной диаграммой семейства /Х^У^^^г разбиение базы 
Е- I являющееся объединением разбиений множеств 

на связные компоненты классов эквивалентности по следуицему 
отношению эьсвивалентности: точки <£ и <£ эквивалентны, если 
векторные поля Х^/ и Х^п топологически эквивалентны. Таким об
разом, мы рассматриваем бифуркации векторных полей на многооб-



разии в целом, а- не в окрестности априорно заданного множества 
траекторий - предполагаемого «носителя бифуркаций». 

Пусть - гиперболическая особая точка векторного поля 
){ ̂ ЗС^ • По теореме о неявной функции существуют такие ок-
рестность V точки ^ в И и окрестность поля Хр в ^ 
что для любого поля существует единственная особая 

Ч10чш3.(%)€\/; при этом гиперболическая, 2 (у(^-ЛJz^•j^!" 
Будем говорить, что особая точка Е(Х) является продолжени

ем по параметру Xособой точки 2^. 
Пусть 2:*'- седло, тогда и ^ (Х)рХ^'^К- , также седло. По 

теореме об инвариантных многообразиях [23] окрестность *^ мож-
но выбрать столь малой, что существует такое С -отображение 

является Ф ' / ^ ^ ^ ^ Д / , что для любого Х < £ ^ ^ / / Ь ^ " / 
с "^-иммерсией, §^(0,Х) ^^(Х) , а <§ (Ц%^У ^)=^\/и Ш))- устой

чивое инвариантное многообразие седла Z (X) - Множество 
\^]^ЫX)}'^\^:0()^ состоит из двух компонент- 1Х^(Х}^-^(Н> о)А)(\) 

являоцихся входящими сепаратрисами 
седла ^СХ)• Будем говорить, что сепаратриса (^-"11^) 

является продолжением по параметру сепаратрисы /.^ (Хд ] 
седла 2 ^. Аналогично огфеделяется продолжение по параметру 
X ^ ̂ ЗС выходящей сепаратрисы седла "2: . 

Пусть Г " - гиперболическая замкнутая траектория (цикл) 
векторного поля Х^^^С^СН) . По теореме о неявной функции 
существуют такие окрестность V цикла Г*' в А'! и окрестность^/ 
поля Х^ в Х^Ш) г 4*^0 дая любого поля Х ^ с у щ е с т в у е т единст
венный цикл при этом цикл га) - гиперболичен, 
= и существует такое (?^-отображение ^1^^)^^/-^ М , что 
\/Х^^^ )Х) - диффеоморфно отображает <^ ̂  на I (X) • 
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Будем говорить/"^то тщкл Г (У) является продолжением по па

раметру X ^ ̂  цикла Г'^, 
Пусть теперь '{У^^ £^ ^ ~ ^1 -параметрическое семей

ство векторных полей, 2:̂ , L° и Г"- соответственно гиперболи
ческая особая точка, ее сепаратриса и гиперболический цикл по
ля . Пусть '^(У) г ̂ (X) и Г(Х) - продолжения по параметру 
Х ^ ^ , где 'Ц достаточно малая окрестность поля , соот
ветственно для , 13 и . Пусть - столь малая окре-• 
стность точки ^=^0 , что . Тогда будем 
говорить, что й/Х^), 1-С)(^^и Г(У^1 являются щ>одолжениями по 
параметру Е-^ (в семействе ^_ X¿^ ) соответственно 
для 2 ^ Е" и Г\ 

Пусть / X¿ ^ ^ е ^ ~ семейство векторных полей, - выхо
дящая (входящая) сепаратриса гиперболического седла поля Х ^ / 

^ -предельная к р ̂  - гиперболической особой точке типа узел 
или Фокус или к гиперболическому циклу. Пусть Ь(^} и ^(^^) -
продолжения по параметру В^Е°<^Е , соответственно для 

. Тогда, если окрестность достаточно мала, то при 
Е[к) ¿0(¡¿)-пpeдeльнa к р(^^ . Будем в этом случае говорить, что 
асимптотическое поведение сепаратрисы Е^ продолжается по па

раметру £ 

3. Краткое содерисание работы и основные результаты 
В § 1.1 главы 1 рассматривается множество векторных 

полей Х р ^ с ^ 2 . ^^-^А*) со следуЕоцими свойствами: 
1) все особые точки и замкнутые траектории гиперболиче

ские; 2) существуют седло 2.^ с нулевой седловой величиной 
с1Х^('^°о) ^ траектория Е^ , являющаяся о1- и СО-

сепаратрисой седла 2^ ; 3) за исключением Е^ нет сепаратрис. 
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идущих из седла"̂ в седло; 4) сепаратрисы седла не являются 
предельными к петле Г̂ '=̂  L o 2:^ ]> • 5) нет нетривиальных 
устойчивых по Пуассону траекторий. 

Доказана вспомогательная 
Теорема 1.1.1. Множество 21^^ является С -подмногообра-

зием -л. коразмерности два. 
Далее ог^еделяется непрерывный функционал 

ставящий в соответствие полю ^ так называемую сепарат-
рисную величину ̂ (^о) петли ( ССУо) > О С о) , если 

- двухсторонняя (односторонняя) петля), и 'задаются сле-
дукщие открытые подмножества (подмногообразия) ¿—2^^-

Ки^'-"^^^^ о<с£(х,)<Ц^: 111, УоI >^^; 

В § 1.2 рассматривается двухпараметрическое семейство век
торных полей -{У^^трансверсально пересекающее при £=-о 
подмногообразие П*?. • Сс-'!,^) . В работе В.П.Ноздрачевой 
[19] для такого семейства* описаны бифуркации рождения замкну
тых траекторий из петли . В случае, когда Xо имеет сепа
ратрисы седел, предельные к петле Гр , возможны и другие би
фуркации - возникновение и исчезновение седловых связок (се
паратрис, идущих из седла в седло). В а?еореме 1.2.1 описыва
ется полная бифуркационная диаграмма семейства • { ^ v , 

где Е:°^ Е: некоторая достаточно малая окрестность точки 

, для случая ^м,г • -̂ ^̂  бифуркационная диаграмма 

в [19] не доказывалось, что множество векторных полей, обозна
чаемые здесь 1^2,1,1 ('" = 1>2) является подмногообразием ^ а рассмат
риваемое семейство трансверсально I ,•; не обсуждался там и во
прос о типичности таких семейств. 
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изображена' на рис. 1, а соответсорвукщие перестройки фазовых 
портретов на рис. 2, Случай ^ а С В О Д И Т С Я К рассмотрен-
ному обращением времени на траекториях. 

В § 1.3 рассматриваются бифуркации векторных полей Х^^^ • 

(. ^ - Ь ,Ц ) в двухпараметрическом семействе { У^)^ ̂ ^}^ 
трансверсальном ггои £ подшогообразию 2_ ' .В отеореме 
1.3.1 описана бифуркационная диаграмма семейства '{ £^^^, 
где Е°с1^ некоторая достаточно малая окрестность точки £=^0 , 

для случая Х^^^^у^-з * Р13ображена на рис. 3. Здесь ' 
бифуркационная вривая двойных односторонних циклов, и &^ 

бифуркационные кривые, отвечакщие петле сепаратрисы, гомотоп
ной , - бифуркационная кривая, отвечакщая петле сепара
трисы, гомотопной . Поле Цри £^Е^ имеет один неус
тойчивый односторонний цикл, при 8^В^ - один устойчивый од
носторонний цикл и один неустойчивый двухсторонш^! цикл, при -
<^€Е^ - один устойчивый односторонний цикл. 

Случай X € 21 Г'. . сводится к рассмотренному обращением 
времени на траекториях. 

В § 2.1 главы 2 рассматривается множество 21^^ векторных 
полей 9С\ ('2.>ъ) , удовлетворяющ?1х следуоцим 
условиям: 1) все особые точки и замкнутые траектории гипербо
лические; 2) существуют седла 2-^ ^ к:=/,г ^ 
и траектории [1^=^/11)такие, что /-̂ ^ (^02.) ~ выходящая се
паратриса седла 2.^ ['^^);3) нет сепаратрис, идущих из седла в 
седло, отличных от /.̂ ^ и и^-^ ; ̂ ) сепаратрисы седел 2.*̂  (к: =1,2.) 

не являются предельными к контуру Р ~ (y'¿_ )^\Х/ 

5) нет нетривиальных устойчивых по Пуассону траекторий. 
Шеет место 
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Теорема 2.1.1. Множество 21''̂  является -подмногроб-
разием Ж- коразмерности два. 

Пусть Х'^1^ У О , < О - собственные значения оператора 
У ¿2:^) ^¿ - седловые величины седел С ̂ - ̂ / ^ 

Зададим открытые подмножества (подуыогоббразия) 2_ 
(1Т1' ̂ , в ^г,ь следуюцими условиями: 

1) Х^^!^^^ ̂  ( W=i,...,z/j , если контур Г двухсторонний, 
т.е. имеет окрестность, гомеоморфную плоскому кольцу, и для 
любой такой окрестности Х/" обе связные компоненты 1/^ Р пере-
секаются с сепаратрисами седел ^| и 2-2. ; кроме того, а) с5̂  <: 

<̂  С? при /77-/ , б) > C7̂  с5̂^ > С при /71 ̂ 2̂ , в) <^^^2^ ̂  , 

Л > о при г) ̂ ^ ^ < ^ ^ ^ 0 ; ^ при /г/=^; 
П) ' ̂ ,, ^) I если контур Г двухсторонний 

и существует такая окрестность (У контура Г', гомеоморфная 
кольцу, что только одна связная компонента У^Г пересекается 
с сепаратрисами седел 2-̂  и 2 ^ ; кроме того, а) ^ ^ ^ О ; '̂С? 
при т = Г , б) ^,>0^<^г >0 при /Л^^; в) <^ <^ О ̂  <¿:^ ~> О 

при /11=7 , г) <б̂ ^̂ 2 при /77 ̂ <Р. 

Траектории векторных полей X ¿5 ̂  ¿1 ̂  2 /-̂^ - ^ ) ^ 

и 1Т1-С изображены, соответственно, на рис. б и рис. 8, 
Траекторро! векторных полей Х^С '21 , ̂  = ̂ '^ и т = ъ 

получаются из них обращением времени. 
В § 2.2 рассматривается двухпараметрическое семейство век

торных полей У^ У<£^^ т трансверсально пересекакщие при 
£=-<о подмногообразие 21 ̂  /'/'̂  =/',.-.,В теореме 2.2,1 опи-
сьшается бифуркационная диаграмма семейства У^ ̂ беН'^ > 
Ь-^'^Е - некоторая достаточно малая окрестность точки £ ^ в 
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случае Х^"^ ^1^2 Ъ ' Бифуркационная диаграмма и перестрой
ки фазовых портретов изображены на рис. 4 и 6. Случай 
Хо ̂  /у сводится к рассмотренному обращением времени. 

В теореме 2.2.2 описывается бифуркационная диаграмма се
мейства {"^^ ̂ £(^В^ ^ случае /^б^ ^ 2 ^ 2 ^ .Бифуркационная 
диаграмма и соответствующие перестройки фазовых портретов изо
бражены на рис. 5 и 7. Случай сводится к рассмот-
ренному обращением времени. 

Эти результаты были опубликованы автором в [26] . Близкие 
результаты были одновременно анонсированы М.В.Шишковым в [39] 
(доказательства приведены позже в [40]) . 

Бифуркации рождения циклов из контура Г в двухпараметри-
чесрсих семействах | У ̂ е ^" условиях, равносильных 
трансверсальному пересечению при с подмногообразием 21 

. изучены В.П.Ноздрачевой в работе [20]' для ̂ ^^'У^-^ и в 
работе [21] для /^=7Д •* В случае, когда поле Х© имеет сепа-

п 

ратрисы седел, предельные к контуру / , возможны и другие би
фуркации. 

В § 2.3 рассматривается двухпараметрическое семейство 
^ '^^^вС(^ , трансверсально пересекающее при £ =^0 подмногооб
разие , • В теореме 2.3.1 описывается бифуркационная диа-
грамма семейства { л^ ^^<^^<^ , где В°С^ - некоторая до
статочно малая окрестность точки £ -о • На рис. 9 изображена 
бифуркационная диаграмма в случае, когда к контуру Г сА -
предельны две сепаратрисы /. ((--'(,'^). Здесь (к:-1,1) _ 

*В случаях да=7,8 аналогичные результаты &ти независимо получены в 1985г. 
и автором. Они приведены в обзоре [6]. Доказательство не было опубликовано. 
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бифуркащ101шая кривая, соответствукщая петле сепаратрисы седла 
являющегося продолжением по параметру £ седла ^ 

( тСЬ^ • 1,^-^,2) - бифуркационные кривые, соответствукщие 
сепаратрисе с б; -продолжению по параметру сепаратрисы 1-^^ 
идущей в седло 2г̂ (̂&) • Случай ^ ̂  сводится к рассмот
ренному обращением времени. 

Отметим, что для семейств ^ т р а н с в е р с а л ь н о пере
секающих при подмногообразие [П)-!^,'^') в слу-
чае, когда поле Х^ имеет сепаратрисы, предельные к контуру 
Е , бифуркационная диаграмма до сих пор полностью не описана. 

Двухпараметрические бифуркации векторных полей 
с односторонним контуром Г изучены М.В.Шашковым [40] . 

В § 3.1 главы 3 рассматривается множество 21!^- векторных 
полей Х ^ 3€Е\^ (^^^) ; удовлетворяющих следуюцим условиям: 
1) все особые точки и замкнутые траектории гиперболические, за 
исключением двукратной особой точки 2 ^ типа седло-узел; 
2) сепаратриса Е^^ седло-узла , принадлежащая его цент
ральному многообразию, является одновременно и сепаратрисой 
седла , 3) нет двойных сепаратрис, отличных от , 4) нет 
нетривиальных устойчивых по Пуассону траекторий. 

Доказана 
Теорема 3.1.1. Множество "^2,3 является С -подуногооб-

разием коразмерности два. 
Мы будем рассматривать бифуркации векторных полей ){^£2Г'^ 

в случае, когда ненулевое собственное значение линеариза
ции поля в седло-узле 2 ̂  отрицательно. Случай /\р'> V сводит
ся к рассматриваемому переходом к противоположному полю. 

Пусть и /-0 2. ~ входящие, а Е^^ ^ ^ 0 2. ~ 
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выходящие сепаратрисы седла 2.^ ) ¿-^^ ~ о/ ' Обозначим 

г, := ''1-, 01,,^ {-^1. \ • пусть г:^Л^,[г:1 
Будем рассматривать два случая (А) и (В) : 

(В, и^С'^и'^=<. ^"Ь^-

в случае (А) , а в случае (В) и Р^ представляют 
собой простые замкнутые кривые (контуры). 

Рассмотрим случай (В). Пусть V окрестность ^-^.^ ^ ^1 

гомеоморфная интервалу. Очевидно, существует такое {'̂ -вло
жение 9(Ч, J}'^V--> Н , что Vtf^V 9{0)1У)'-гГ , назовем 
контуры Р^ и перекрещршаюшршися (неперекрешршаппршися) 

если Р1_ пересекается только с обеими (только с одной) связ
ными компонентами множества ^ \ \/ при всех дос
таточно малых 77 > О (рис. 10 и 11) . Нетрудно убедиться, что 
свойство контуров быть перекрещивающимися (неперекрещиваоци-
мися) определяется только контурами Р^ и Р2_ и не зависит от 
порядка их нумерации и от выбора \/ и ^ . 

Определим открытые подмножества 2 1 ^ ^ ( ^,, 6) 

Х р ^ ^ Д ^ ( • ^ 2 ^ , 2 , ) ' выполняется условие (А) ̂  
контур Р - двухсторонний, > о ( <2^ о) (рис. 12); 
У^^^^^з^з Х( 5 ^ ^ 2 , 5 ; ^ / ^ ' если выполняется условие (А), 
контур Р - односторонний, сз^^о С̂ ^̂ '̂ о̂З (рис. 13); 
У^ ̂  Г ̂  '^о^ ^ 2 ^ J,ecли выполняется условие (В), Р^ 
и Г^- односторонние перекрещивающиеся контуры, <^ > о 

^о) (рис. 11) . 
Бифуркации векторных полей X ^ ^ ̂  = Е •") в 

о ^1% ,Х-

двухпараметрических семействах { X^ ^ <^ ^ < 1рансверсальных 
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В точке £ ~=о подмногообразию г_ изучаются в §§ 3.2-
3.3. Получены бифуркационные диаграммы семейств \ 
где ЕЕ'С.Е - некоторая достаточно• малая о1фестность точки <£=с. 

В § 3.2 в теоремах 3.2.1 и 3.2.2 описаны бифуркационные 
диаграммы соответственно для случаев Х^^ ̂  5 / и )(^Е ̂ 2,ъ -2-

Они изображены вместе с соответствующими перестройками фазовык 
портретов на рис. 14, 15 и рис. 16, 17. 

В § 3.3 в теореме 3.3.1 описана бифуркационная диаграмма 
для случая X ^ ^ Она изображена на рис. 18, Отметим 
здесь ее основные элементы. При ̂ ^'=-0 поле имеет седло-
узел, при ^ ( ( 7 - седло и узел, рождакадиеся из седло-узла 2 ̂ , 
при £, >о поле и® имеет в окрестности 2.̂  особых точек. Би-
фуркационные кривые 3 (!^^=/,и /6̂ . отвечают сепа-
ратрисам Е (Е) (продолжениям по параметру Е_ сепаратрис 
/_̂ ^ , изображенных на рис. 13) идущим в седло "Н:, (про
должение по параметру £ седла ) . Кривая /3>̂  - бифуркаци
онная кривая двойных (односторонних неустойчивых) циклов. При 
£€Ед поле Х^ имеет единственный (односторонний неустойчивый) 
цикл, рождакщийся из контура Р̂  , при Е&Е^^ таких циклов два: 
один - устойчивый односторонний, а другой - неустойчивый двух
сторонний; при 2 , расположенных выпе кривой /6̂ ,̂ поле X ^ 

имеет единственный (устойчивьм односторонний) цикл, рождаю
щийся из Г| , при остальных £<^Н'^поле Х^^не имеет циклов, рож-
даетцихся из . 

В а?еореме 3.3.2 описана бифуркационная диаграмма для слу
чая Хр"^ ̂ т'ъ Ц ' "̂ "̂  изображена на рис. 19. Р1з контура Р̂  
рождается единственный (устойчивый односторонний) цикл при 
£ , расположенных выпе бифуркационной кривой , отве-



чаюцей петле сепаратрисы седла 2.^(^^) . 
В §§ 3, 4 рассматриваются бифуркации векторных полей 

У о ̂  ^ 2 " ? к: С i'^-^'~J б) в двухпараметрических семействах 
1 У^ V £ е в трансверсальных в точке ^ = с подмногообразию 

2, , 1С . Получены бифуркационные диаграммы семейств 
I У £ I У^ £&В.° I где \1 - достаточно малая окрестность 

контура и с гладкой границей, в точках которой поле У̂ ^ 
направлено внутрь 1/ , а Е"^Е некоторая достаточно малая ок
рестность точки £=0 . Такие же бифуркационные диаграммы име
ют и семейства {)^^^ £с ^ случае, когда у.поля Х о 

нет сепаратрис, предельных к седло-узлу 2^ , отличных от 
Ь-^^ (^ '̂/1^; . В случае, когда такие сепаратрисы имекя'ся, 

в бифуркационной диаграмме появляется счетное число бифуркаци
онных кривых, отвечающих седловым связкам. Они описаны в рабо
те автора [30] . Ввиду громоздкости описания и отсутствия 
принципиально новых элементов в доказательстве, мы не будем 
приводить здесь эти результаты. 

Бифуркационная диаграмма семейства / V ^ £ €• Е " 
в случае У^ € ^ описана в теореме 3.4.1 и изображена на 

рис. 20. Отметим ее основные элементы. Особые точки векторных 
полей Хс 1 У) ^^Е*^, такие же, как в случае У. 6 21 , 

Бифуркационное множество семейства Х £ / 1//^ ̂  
состоит из точки ^-0 и кривых/5^- -7;,,,,/,?J,0бoзнaчим̂ *'}!l,̂  ("й̂) 
продолжение по параметру сепаратрисы ̂'̂''/_̂^ г^*. Гётле 
сепаратрисы Е^ (^) ( Е ^ ) гомотопной Е^ (Гот

вечает кривая 3^ С ̂^^} , гомотопной - (^^У ~ кривая В;^ 
(1^^) г гомотопной /̂ '/̂  - кривая 1^2^(6^). Кривые и В^^ отве
чают двухстороннему двойному циклу, гомотопному • г кривая 
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(В>/^) ~' одностороннему неустойчивому двойному циклу, го
мотопному П ] • При ^ € поле Х^'имеет единственный 
цикл, он устойчивый, односторонний и гомотопный ' • Коли
чество и тип циклов ПОЛЯ / [/ для остальных £ ̂  Е^ опреде
ляется последовательностью бифуркаций на кривых . Мак
симальное число циклов у поля Х^/ 1/ , 1Е°^ равно трем. 

Бифуркационная диаграмма семейства Х.£1^^(.^^<' ^ случае 
У^СИ^^ ^ описана в а?еореме 3.4.2 и изображена на рис. 21. 
Особые точки векторных полей / 1/ такие же^ как в случаях 

^ {'̂ -//м.уЯ. Бифуркационное множество-семейства 
состоит из точки Ч ^ крР1вых /3^ {К-/,..,,7) • Петле сепарат
рисы '''^Ь^О {^Е^(^) ), гомотопной ( Г2) , отвечает 
кривая В3 (-^2.)/ гомотопной /̂ '/2 - кривая (̂ /̂  ' ^ ' 
принадлежащих области между кривыми /3̂  и в^^ , поле У ^ 
имеет в 1У единственный (устойчивый двухсторонний) цикл, гомо
топный Г,'Г2 ' ' лежащих ниже (выше) кривой ( /3̂  ), 
- единственный (устойчивый односторонний) цикл, гомотопный Г/ 

( Г^). 

Замечание. В работах автора [27, 30] исследованы также 
бифуркации векторных полей У̂ ^ 6 2 1 ^ ^ с неперекрещивагсщимися 
контурами Г| и Г-2_ { 0) и. с перекрещивающимися односторон
ним контуром ГI и двухсторонним контуром [ <^'СО ) , Кроме 
того, в [30] изучен ряд двухпараметрических бифуркаций век
торных полей Х(з , имеющих особую точку типа седло-узел, не 
принадлежащих 2Г^з . Из-за недостатка места эти результаты 
здесь не приводятся. 

В § 4.1 главы 4 рассматриваются множества ^ , уВ и ^ 
векторных полей из (^^^Ч), определяемые, соответствен-
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Н О . слерукщши. условиями (А) (В) и (С) : 
У с л о в и я (А): 1) все особые точки и замкнутые тра-

ектории гиперболические; 2) существуют сепаратрисы Ь ^ 1^ 

(К-1,г) седел Z ^ , образующие петли Г],^:-/_г^ О {^^^^ 

3) седловые величины сг'у̂  седел £^ ненулевые и разных знаков 
(для определенности сзг*^>С ; "^¿-^6^ ); 4) нет сепаратрис, 
идущих из седла в седло, отличных от Е^. у 1-^-1,2', 5) существу-

0 к 

ет траектория, -предельная к и О-предельная к I 2_ } 
6) у седел, имеющих сепаратрису, ̂  -предельную к Г/ и сепарат
рису бО-предельную к / , седловые величины отЛичны от нуля; 
7) сепаратрисы седел 2^ [1-1,г) не могут быть предельными к 
петлям I ,^ ClC'l,z)^ 8) нет нетривиальных устойчивых по Пуассо
ну траекторий. 

У с л о в и я (В): 1) все особые точки и замкнутые тра
ектории гютерболические, за исключением двойного цикла Г^ ; 
2) существует сепаратриса седла 2^ с седловой величиной 
(э'1<^0 г образующая петлю - 1^^^^^^ 3) нет сепарат
рис, идущих из седла в седло, отличных от /--̂  ; 4) существует 
единственная сепаратриса ( седла ) 2.^ 7^ 2 ) 
<̂  -предельная к Г] ; 5) сепаратрисы седла 2 ^ не могут быть 

предельными ни к П| ни к 12_ ; б) нет траекторий, гомоклини-
ческих к П| ; 7) нет нетривиальных устойчивых по Пуассону, 
траекторий; 8) существует траектория /_ , «?<̂ -предельная к : 
О-предельная к ; 9) для седел, имеющих сепаратрису, 
о1 -предельную к и сепаратрису, со -предельную Г ̂  седловые 

величины отличны от нуля. 
У с л о в и я (С): 1) все особые точки и замкнутые тра

ектории гиперболические, за исключением двух двойных циклов 
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И ; ""2) нет сепаратрис, идущих из седла в седло; 3) су
ществует едршственная сепаратриса ( ) о^дла г̂ ' (Ъ^) 

со (</) -предельная к Г-! ( /X) ; 4) нет траекторий, гомокли-
ни-ческих к циклам Г^ С К'Ц) и траекторий, о/ -предельных |̂ и 

¿0-предельных к ; 5) нет нетривиальных устойчивых по 
Пуассону траекторий: 6) существует траектория Е , ^ -пре
дельная к Г| и О? -предельная к Г2. / 7) для седел, имегацих 
сепаратрису, -предельную к и сепаратрису, -пре
дельную к Г̂ . , седловые величины отличны от нуля. 

Доказана следуоцая 
Теорема 4.1.1. Множества о>/̂  ^ и Е^ являшся 

С '-подмногообразиями ЗС'^СН) коразмерности два. 
Обозначим ; и подмножества, соответственно, 

^ и ^ , состоящие из векторных полей, для которых любая 
траектория, ^ -предельная к Г/ , является и со -предельной к 

Пусть У^*-сУ^с>/, , 2>2:^53\^-/ ; ^ ^ - е Х ^ , . 
Очевидно, что ; ̂3̂ - и (с =/12.) - открытые множества 

(подмногообразия) соответственно в о / , и в . 
В случае и'Ъ^ 6^^^ кривые Г^ ТА {1_ ограничивают 

плоскую область - кольцо К и можно говорить о том, что поле 
Х с задает на них одинаковую или противоположную ориентацию. 
Обозначим через ; 3^/ и О'1,1) открытые подмножества 
соответственно в >̂(_̂  , и , отвечаюцие одинаковой ори
ентации Е^ VI при с = ̂  и противоположной при I - Z . 

В случае Х р ^ 0^2. ^^'^2- траектории -предельные к 
и -^-предельные к Гг, входят в ячейки (9-^^..,¡11) с 

границей 3/^ , состоящей из (У/̂ ^ седел 2^^^ и "^^^ ^ 
отличных от 2^ и , их входящих сепаратрис /_ и , 
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-предельных К , их выходящих сепаратрис ^ и /-^^ 
О)-предельных к /Р , При этом возможно либо L, - /'^ 

^ о 2S ^ о ZS-h I 

либо L ̂  , ̂  - L ^ ̂  , . Для упрощения формулировок мы не будем 
рассматривать эти случаи. Соответствующие изменения, учитьЕаю-
щие их достаточно очевидны. 

В § 4.1 для поля вводится перестановка 
"Оу^ , связывающая циклический порядок сепаратрис L^^ (1<^=1,,,,2п] 

в окрестности с циклическим порядком сепаратрис ^ о /с 

(̂ =̂/,...̂2/1]в окрестности . 
Траектории векторного поля ^ LA^^ изображены на рис. 

22, Х^СсА,^ на рис. 2 5 ^ / р в ! ^ с J^^^ ( ^ f ^ ^^ 

на рис. 24, X^Q%2^ с тождественной перестановкой на рис. 25. 
В теореме 4.1.2 рассматривается двухпараметрическое се

мейство \ трансверсально пересекающее при f=xp под-
мноогообразие U ^ l i ^ ^ ^ i Ci^~li2-) . Описывается би
фуркационное множество семейства / У^^^где Е*^^£ некото
рая достаточно малая окрестность точки ^ - О . Оно изображено 
на рис. 26 для t::-/ И на рис. 27 для 1 - Ъ. . Здесь В.-^ (&2^)~ 

бифуркационная кривая, отвечающая петле сепаратрисы седла-^.y^j 
и двойному циклу при 

XQX Ъ ( Yo^^^)) 1^ ~ бифуркационные кривые, отве
чающие сепаратрисам, идущим из седла З., в седло ^ (Tt J 
(седла 2г|̂С&] - продолжения по параметру ^ седел '<^-ii^) 

В атеореме 4.1.3 рассматривается двухпараметрическое се
мейство •{ '^£^£^£ трансверсально пересекающее при f r o под
многообразие сХ 2^ и ^ 2^ и "^2^ . Описывается бифуркационное 
множество семейства ^£ ^^ j^'^ г где Е ° - некоторая дос
таточно малая окрестность точки £ . Для случая перестановки 
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"^у'КЪ! ъч) изображено на рис. 28. Здесь и те 
же бифуркационные кривые, что и в теореме 4.1.2, /8^^ Г ^ г г Л 
З'-'^,-,^} ¿^^1 - бифуркационные кривые, отвечаюцие сепаратри
се ^^Ге) CLs^^^)^ идущей в седло ^|(^^](^г<^^)3 , 
'̂ /п ( ̂ >)^^ т^/,г) - бифуркационные кривые, отвечающие 
сепаратрисе, идущей из ЩСк) в 2:2.(̂ £) ( ) и Е^ (9) - про-
должения по параметру^ соответственно^ -г£./̂  и ). 

В § 4.2 приводится доказательство теоремы 4.1.2, в § 4.3 -
доказательство теоремы 4.1.3 . 

Описанные бифуркации векторных полей С с4 и 

являются глобальными. Это означает [б, с.88] . что не сущест
вует конечного множества траекторий, в окрестности которого 
осуществляются все бифуркации в семействе Х£ ^^^^''^ где -
малая окрестность точки £-(9. В случае ^ 6̂  
через любую точку кольца К, . а. ъ случае У^ С. О О '^2. 
через любую точку ячейки /̂ ^ Г̂'/̂ ,.2/})проходит траектория поля 
У^,идущая из седла 2:| (й") в седло ̂ ^^^ЗД^^ из из сколь 
угодно малой окрестности "Е^. Это доказано в § 4.2. 

По-видимому, бифуркации векторных полей из сМ О Ъ 

являются первыми типичными глобальными бифуркациями на поверх
ностях, для которых полностью описаны бифуркационные диаграм
мы. Поскольку на сфере ¿^ очевидно, существуют векторные поля 
У^<^с^ ^ Уо^-^ ^ Хр^*^ / '̂ о ^ имеем контрпримеры к ги
потезе В.И.Арнольда [б, с. 107] о возможных бифуркациях в 
типичных конечнопараметрических семействах векторных полей на 
сфере ^ . согласно которой глобальных бифуркаций в таких 
семействах не должно быть. 

В приложении приводятся доказательства ряда технических 
лемм. 
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ГЛАВА. I БРЙ-УЕКАЦИИ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ, ИМЕКЩИХ ПЕТЛЮ 
СЕПАРАТРИСЫ СЕДЛА С НУЛЕЮЙ СЕДЛОВОЙ ВЕЛИЧИНОЙ 

§ 1.1. Бифуркационное мно1чх>бразие 2_ , 
2, л 

Рассмотрим множество векторных полей Х^ ^ ЭС 2_ 

(т:'̂ '̂ ) со следукадими свойствами: 1) все особые точки и замк
нутые траектории поля гютерболические; 2) существует седло 2.*̂  
с нулевой седловой величиной а^;="£^с/Урб^°) и траекто
рия Ед ^ являкщаяся о̂ - и ^-сепаратрисой седла ^ 
3) за исключением Е^ нет сепаратрис, идущих из седла в седло;-
4) сепаратрисы седла 2*^ не являются предельными к петле Г"- — 
Ь^{^°^',Ъ) нет нетривиальных устойчивых по Пуассону траекторий. 

Теорема 1.1.1. Множество 2 1 ^ является С'^-подмно

гообразием З^'^СН) коразмерности два. 

Доказательство. Пусть X^€ ^И"^^ , а % - такая окре
стность в ОС^СН) , что определено продолжение по пара
метру Х^ЧЬ седла ^ - седло 2 СУу . Линеаризация поля 

Х в точке ^СУ.) имеет собственные значения /̂^ > О 
и ( ^ . 6 ) ^ С ' ' " ' , - л г ). Обозначим Л ^ У ) -

- -^2^X1}/?^Х)/), Очевидно, ^(У)-± тогда и только тогда, 
когда седло "Ъ ) имеет нулевую седловую величину. 

Пусть сепаратрисы ЦХ СХ) и /- седла (ГУ ) / ^ 
являю)тся продолжениями по параметру сепаратрисы /— ^ 
рассматриваемой, соответственно, как входящая и как выходящая 
сепаратриса седла 2:^ . Выберем С*^-вложение К) ̂ \ (--2-,2)~^ И 

трансверсальное полю У^^ так, чтобы Г)*" [^) ^Е^. Так как 
L̂л является вложенной С"^ ^-кривой, то существует такое 
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С^^-вложе101е /1 /-3,з/-^/ ,̂ что (У2, ' - А X "5, ̂ ) ̂  не содержит 
точек 2^ и r)Voj, и^т^ = 11 ^и^^)^ время перехода 
по траектории от точки У^^Ю^ до точки 1^(о} положительно. 
Определим С'-вложение (-'¿,2.)^ положив I) ̂ ('^) к (о,и) • 

По теореме о неявной функции окрестность можно считать 
выбранной так, что для любого сепаратриса с (У) 

( /_"^('У)j пересекает дугу ^ в точке 

г1^^[*)<гС^ С1с^1,г), Определим С ̂ -вложения ~^ Н ) 

\ к^1,г , положив 7 ^{г^):^ ^^^^^ ̂ ^^^^) ' 

Очевидно, ' ^ ^ Г о ) ^ Г Г Х ) / rj^^-(o] е СХ) > 

Для достаточно малых числа '^^~> О и окрестности 3 С 2^ 

поля _Ур определены отображения соответствия по траекториям 
векторных полей 

а о тогда и только тогда, когда сепаратрисы 
/_ (Х) VI 1^ (у) совпадают, образуя петлю. 

Определим теперь ^-функцию ^ : ^(к^ положив 
/ сх):^ Г/, (X), А сх)}, ()с): -= ̂  (ХНА У= Й ^ ) -
в силу свойств И определения "^^'^ при 

достаточно малой окрестности 56 £~ [ю) Г) ̂  _ 

Для завершения доказательства теоремы осталось показать, 
что производные линейно незави
симы (тогда производная - сюръективна). 

Пусть ( 1 ^ 7 . ) ~ локальные С ̂ -координаты в окрестности 
точки ,̂ в которых матрица оператора с/У^ (^°) имеет диаго
нальный вид: с11а^ ^Ур) , ̂ 2.СХо)) . Возьмем векторное поле 
Н <̂  -^'^ такое, что Н ( ) ̂  О , а матрица оператора 
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cjH ('̂ '̂'J^ в координатах i^^)^^) имеет вид 

clia<l[0, ( V j ) Тогда 

и потому 
Пусть теперь (ОС^, XzJ - координаты в , задаваемые 

отображением h . Тогда в точках Z. € Ü2. 

где Мы можем считать, что h выб
рано так. что >0, Так как 

- компакт, то найдутся такие положи

тельные числа и , что при (эс,, ос^^) ̂ Г- 2^ ?1 

0<К^^Р(^,,Хг)ёК^ , la' (Ос,,0С^)\£^^ . (1.1.1) 
Х2. 

Пусть *. (ß.-^ 1^^ - С'^функция с носителем, при
надлежащим интервалу (-2, с) ; , Рассмотрим векторное 
поле , охфеделяемое равенствами 
если "2 = Ь / Х^З <£ (/~г ) V J - О , если ^^\J и диф
ференциальное уравнение 

(^^0^,;:rJ.4-C-pr^J/^fe-/j . / ^ ^ ^ - ) (1.1.2) 

заданное в квадрате [-2^2']^'. 
Так как ^ (^х , Oj-O f то при TT^С? уравнение (1.1.2) имеет 

решение —С . Поэтому при достаточно малых / х: \ это уравне
ние имеет решение = 5 ) ̂ i^&^j^-J , удовлетворяющее 
начальному условию ^ 2 ̂  "Г) — С. 

а положительная полутраектория поля X - начинагацаяся в точке 
Очевидно, что при ^ = У Ъ ^ ^ ^ Ic^l, г , 
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)^Чо)-1^^()) пересекает первый раз дугу Н ({'2^У(~2,1)) 

в точке ¡1 [-2)1)), Поэтому при достаточно малом /с/ 
^2 [Х,^^У) = ц^(о,:Х,--сУ)-^(о,-с) 

и, следовательно, I 
"С 

Из соотношений 

Z 

и оценок (1.1.1) получаем 

Тем самым, clX'^CXj CV]Ф О . Так как (У̂  :^ г , то 
У (2г) в некоторой окрестности точки 2 " . Поэтому 
с{^^СУо]С\1]~0. Поскольку с1 [)CJ О , то это означает 
линейную независимость с/^ O^j и cf^^^OCJ. Теорема доказана. 

Замечание. Доказательство в [34, с. 10] невьрожденности 
мех о) функционалов ^ ^ задакщих подмногообразия 
коразмерности один, соответствующе векторным полям Хд с 
двойным циклом или седловой связкой, некорректно, так как век
торное поле V , для которого утверждается, что (Xo)^^Í^O^ 

принадлежит только jt : а не Ĵ c . 
Пусть )CQ^ '^t\ " ̂  можем выбрать С "^вложение 

1̂  ! (-̂ , f) М ̂  трансверсальное полю )(^ , (о)^^ и число 
> О так, что определено отображение последования по 
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траекториям поля : 1̂  (-и) ^ ^ (/[-и/Х^]) , и € (о, г{^) ^ где 
%-'0^Х^]^О ,^(^.){,)^С'^, /1^{и,Хо}=фО, доопределим 
У ("и^Х) при по непрерывности, положив ^(^/^ь) '~ ̂ -

Лемма 1.1.1. Производная ^^/-Хо j сз/ществует, отлич
на от нуля и не зависит от выбора . Поэтому корректно опре

делен функтонал , ^<^Х,}!^г/{о,Х,). 
'¿-1 7 *̂ 

Этот функционал непрерывен. 
Доказательство. Пусть ^ОО^ЯГЛ, 1^(Х)) 

У С ^ ; те же, что и в доказательстве теоремы 1.1.1. 
Согласно [22] окрестность и числа 1^>6>, о^уО. можно вы
брать так, что для любого У1^%С существуют (Х -вложения 

\[-/\^\'^~^ ̂  трансверсальные полю _Х ' следукщими 
свойствами: отображения (И- уХ-) ^ гринадлежат 
классу С -̂/ г^^^(о)€ЕХХ1 > 5?^('г?;б1-'^ОС;^ определено 
отображение соответствия по траекториям поля _Х 

^ ^_^ГрГ^Д;) ; гл^Со,^) , где 

и потому 
у г ^ ^ ; Х ] = с 7 , ^/г^^,з^]=^ ,Хеипг^^^. ,1.1.4) 

Из свойств трансверсалей ^ следует, что для векторного 
поля X из достаточно малой окрестности ^ определено ото
бражение соответствия по траекториям: ^у(п^)^~-^ ('^('У;Х)) 

U^r-iГ,2J)^тaкoe, что с/̂  ^. ̂ ^ С "^'^ ^{^C^JX)=^0, 

Уменьшая при необходимости и, , мы можем считать, что 
функция последования ')С(' )Х) ^{' >Х) , Х) 
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определена" В точках интервала (0,Ъс)^ Доопределим ее в точке 
{Л~0 по непрерывности, положив (о,')С)'^^(0,'Х-)• В силу 
• (1.1.4) ^'^СЩ)С)^?^10,1) при Х^гСП Г^^^ и потому 
существует 

2 z Так как |/ и П - трансверсали к полю 
^[0)^и , ТО существует отображение по траекториям поля Д^, ' 

"тогда ^ ( f o Д J - ' ^ ( ' / ( f r - Y t ^ ^ X o ) / ' и . б Г с ^ г ^ ) , при 
достаточно малом '1б>0 и 

Таким образом, ^1^(^)^о) существует, не зависит от выбора 
трансверсали )^ и потому функционал б (Хо) Xl¿ '̂ '̂  ̂/ 

корректно определен. В силу (1.1.5) [(X) ~^1^(0,Х) 

при X ^ *^ [̂  ^2^/ ^ потому ^ - непрерывен. Лемма доказана. 
Очевидно, что С(Х) ^0 С< О) , если контур с: 

c¿Ĵ (J|̂ '̂ j= двухсторонний (односторонний), в силу непрерывнос
ти ^ следуЕОцие подмножества ( являются открытыми: 

§ 1.2. ЕйфуркахфО! векторных полей с 
двухсторонней петлей сепаратрисы. 

Будем рассматривать двухпараметрическое семейство вектор
ных полей ^ ^ Е^£ ' 'Ч^^с^^Р'^^ьно пересекающее при Е — о 
подмногообразие ХХ^ ^ • 

Пусть Г^{,-1,1] и У(^')Х^ ; соответственно, трансверсаль 
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и функция последования на ней, описанные перед леммой 1.1.1. 

В рассматриваемом случае ^ )%^^'0 ̂ ^('^Х^) У1Ь при Ц 
6(0,бЛ.Пусть [Х ( ̂  = Е'-->^) " все бс?-сепаратрисы седел, * о £ ^ 
о^-гфедельные к петле 1 р , пронумерованные так^ что они пере
секают трансверсаль в точках ^ ( К^^ ) , где 

(здесь у ^('1X0) ~ функция, обратная к функции ^ ('' ). 
Эта нумерация не зависит от грюизвола в выборе трансверсали и 
точек ^ (^^ОЕ) ' -̂ ^̂ ^̂  пункта 4) условий, определягацих под
многообразие Х.^^ <х)(о̂ )-предельным множеством с>{ ('LOJ-сепа
ратрисы седла 2-*̂  , отличной от L ^ , является особая точка 
не совпадающая с Х или замкнутая траектория; будем их обоз
начать р ̂  ^ Р ̂  ) ' Траектории поля > начинающиеся в точ
ках дуги У) ( С1о^Н >^0!^ } S-i,..,y имеют беЗ-предельным мно
жеством одну траекторию. Обозначим ее р^^ . 

Выберем столь малую окрестность Е^ точки €~о , чтобы в 
семействе 1 ̂ ^i^^€B• были определены продолжения по параметру 
£ ̂  В- ̂  всех особых точек и замкнутых траекторий поля У ̂  . 
Для L^J , рассматриваемой, как входящая (выходящая) сепаратриса-
седла X , для . Р„ , Р ^ /-Гг (^=^>--ч1^) обозначим их 

продолжения по параметру £_ , соответственно, 1ХХ(£) ( В(ЮК 

и Ь. точки 

¿'0 (Е^<^Е^^Е^) , -координаты С^^,^^) в и 

число (Г > (} такие, что бифуркационная диаграмш семейства 

' У^ ̂  ̂  ̂  ̂ " представляет разбиение Е° на множества 

Ц- 1 L--0,,.,Ъ),B• О ' ^ А ^ У , iS='i,,„,Юi К^Ы\} (рис.1), 

-л 
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где 

(здесь y•.(o,S)-^lo,e), уйС^-\ у(^о)=/^*о)^а ), 

(здесь у^. ; (О, ̂  ) , € С "^"^ 

^'хн;;Х':'у --^^^ 
При. этом 

1) Х^^^ ^^Е^' (J-•^'^J ^^Е^^(^ч,„.,/^>кс^1), 

2) все особые точки и замкнутые траектории векторных полей 

X^ ^ ё ^ Е^ г являются продолжением по параметру £ , соот

ветственно, особых точек и замкнутых траекторий поля )(^ , за 

исключением двойного цикла (О.^ при £€£>^ , неустойчивого 

цикла (£) и устойчивого цикла Г-^С^) при 1€Е1 , неустойчи

вого цикла ГХ^) пр^ ВсВ^^ ̂  (^^^ циклы двухсторонние^ 

гиперболические при £,^1^1 и стягиваются к при £~^0 ); 

3) асимптотическое поведение всех сепаратрис поля Х^ г отлич

ных от и /-р^ (5"'/,,.,̂ /7) продолжается по параметру Е^ / 

Ш отождествляем точку '£^Е с ее координатной строкой (ё/ > ?г.Ь 
Далее в аналогичных формулировках будем это делать без специального упат-

нания. 
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-t. сепаратриса L U) совпадает с , образуя петлю Г(й.) 

при £ ̂  &qU и И-г_ г <^-предельна к Г(((^ при <Г ^ и к 

p'~(G) в остальных случаях; сепаратриса [Х (^) совпадает 

с [_ (ё.) при ^ é LJ вр^., -предельна к петле Г(^) при 

е иВ^ , к 1ЩКЛУ Г, (й) при UEi иВ^ и£,,к р (^) в 

остальных случаях; сепаратриса I— (^) и>-предельна к циклу Г^^) 

при £ <¿ к циклу П (^Sj при <£ ̂  Ei к pXéJ при 

К pCí) при. ее и F {рис. 2) . 

Доказательство теоремы 1.2.1. Будем пользоваться обозна
чениями леммы 1.1.1 и теоремы 1.1.1. но вместо ^ 

, ^^^) Xé ), X,) > ^fv, X, ) . (р^:^, У, ) будем 
писать, соответственно, Х('с) , ^ , ̂ £ ; ^ ('^'i ̂ ) , р (^^j^)j 

Так как вложения ' ^ ^ j ^ ^ CJC:^/,¿J орансверсальны полю 
Х£.,а ^'^(о) и i^^Co) принадлежат сепаратрисе L (В) 

при \с-\ и сепаратрисе L^[£) при l¿-z г '̂ ^ достаточно 
малых tz ̂  и Ixyo определены отображения соответствия по 
траекториям поля Xg , ^ ^ Е ^ : р_^^ Сьс) ̂  [~С^ (, ^)), 

\и\^гс (í^-^sz) ^ где -с^^о,-}€С^~\ di:^(2j,o/dzí4o^ 

~Ск СоI í) О . Поэтому при U и в достаточно близких к 

нулю (-и -х:2С ̂  LV~^(V,í) ^ é) ,£) и, следовательно, 
dip(o,0)/7)£ = II ̂ (р(o,D)Xd¿- ^ (1.2.2) 

где ^ Z r ^ ^ / ? / с ? ) / ^ ^ . 

Трансверсальность семейства Í é Н к ^ g 7 
в точке £ -О означает, что производные fv ) I 

[lC'i,Z-) линейно независимы. Так как 
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то, используя (1.2.2), получаем, что лршейно независимы и про
изводные д')\(ю)/'Ь'с и д (р(ОуО)/дВ • Поскольку /\(о)-±^ 

о) =^0 , то отсюда следует, что в некоторой окрестности 
Е^ точки € = 0 можно выбрать такие (Г̂  ̂ -координаты 

г I £7^)^ что 
; Ц'(0,£)=£2.' (1.2.3) 

Из [22] следует, что в формуле (1.1.3) для X 'Хе при 
достаточно малых 11 •, ^ и некотором о1 > //2 . 

к о^7г> ( ̂  ^ , (1.2.4) 

Из (1.1.3), (1.2.3), (1.2.4) и определения Х('^>^) 

получаем, что при достаточно малых 'Z¿ ̂  ̂  и некотором С > О 

для всех (•и,£)£(0,й)х[-&;^1 

где = €(:о)=1ао)>^, 

3 9,/«,^; 
2 "к г е ; Л1 

и, в частности, 
^^(г(,С) ̂ Си"^. (1.2.7) 

Вследствие (1.2.5). (1.2.6) при ( £) С (^0, и ) ^ Е^,1 

^1(%е)-и'(Ш(1^(,)^%Г^,е))^ ,1.2.8) 
Г Д 6 ; 

!^,(^,е)1£К]и С1^=сорН>и), ^^2 9) 
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. (1.2.10) 

Через У (* I ̂ ) будем обозначать /7?-ю степень 
функции исследования У (') ̂ ) -

При сделанном выборе параметров (^1)€•¿J для достаточно 
малого 1) очевидно, что векторное поле / 

имеет петлю сепаратрисы Г / если и только 
если £ •'-Г<?̂ <PJ ̂ ( т о г д а /~Г£) - устойчива) или 

£ <^В^1—[-1,о)У io'f (тогда Г и ) - неустойчива); 2) из работы 
[19] следуют утверждения пункта 2) теоремы и неравенство 

)((г^,^)>гс ^ [гс,Е)^(о,й))сВ-^^ (1.2.11) 

где Е'^-{£-(^,.^г) \ ̂ ХСО,^) ^•)(-^^<)<^г^^\^(~^Х1'^(0,£), 

(равносильное отсутствию замкнутых траекторий, пересекакщих 
трансверсаль ]^ ̂  С-и ̂ и) при Зс ) • 

Выясним, когда совпадают сепаратрисы (^) и. L^ (^) . 

Ясно, что это возможно только при € €Е^. 

Поскольку {, {о]У 1 , то можно выбрать числа ^ 
так, чтобы 

ЯХЯ^^^^^ ' (1.2.12) 
В силу (1.2.9), (1.2.12) и непрерывности мы можем 

считать (X и ^ столь малыми, что 

Вследствие трансверсальности полю ) ( ^ и в силу выбора 
нумерации сепаратрис L'^^ [£-11.,.,1п), их продолжения по пара
метру , 6 )£ 1^^ при достаточно малом сГ пересе-
каюг ^^(0,й) в точках //̂  (Г?;)̂  где € С 
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0<Х~Чм,Ю,ЕХи^и)^,,,^г1р^)'С'{Х, (1.2.14) 

Обозначим 
Г С'^)\^Ч''(0,'^)-У.(^)^ 3 = 1,.,.,Л , к < ^ Ы . (1.2.15) 

Область определения функции ^ (") представляет собой откры-
тое в Г~^) ̂ 3 (возможно пустое) множество, а ^ (') ^ С 

Поскольку ооСи д^)=ф-^:^ (^--(,.,., п ) ^ ТО сепаратрисы 7-̂ . Сё) и 
/_^^^) ) ̂  при достаточно малом ^ совпадают тогда 
и только тогда, когда ^ (ё)-0 при некотором А'€ . 

Фиксируем Ц и ^ , а выбор ^ уточним. ниже. 
Лемма 1.2.1. Число сГ можно выбрать так, что если при не

которых ^=-<,,..,П , /е^А^у £''еВ'^ 

Х^^г^)^0^ (1.2.16) 
то 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай £ ^-

- ¿2 ^ ̂ С'^> о] ̂ (оХ]. Обозначим 

а'- ппа^ mav_ { Эп (&)/'^(1.2.18) 

Поскольку можно взять столь 
мальм, что У^^[0,^.) ̂  и^{^) при ее[-Х^1^, 3 = ̂ ,...,л, 

т ^ •^^й/'^'?^1 . Вместе с (1.2.15) и (1.2.16) это приводит 
к следующей оценке 

К > €^l(Z/BilCJ^+i . (1.2.19) 

г' 
Вследствие (1.2.8)^ (1.2.13) и очевидного неравенства ЪС '^ j 

> ^еСо,и). (1.2.20) 
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Так как ^ (о^0,)-^2, ' 
(1.2.21) 

Из (1.2.10), (1.2.20), (1.2.21) и равенства 

индукцией по ПГ} получаем 

Теперь неравенство (1.2.17) следует из (1.2.15), (1.2.18), 
(1.2.19), (1.2.2) и неравенства > ̂  . 

Рассмотрим случай г'^Хё", , ̂ 1) , €(оХЬ УЮ^е'^^^. 

Будем считать, что ^ выбрано так, что и^(^) , ^^£~£Х], 

'^-1),,,)П- Тогда существует такое /V €{ I,... ¿^-1}', что 

/ (0,Г)^е'^&У (0,П^'-П°. . (1.2.23) 

функции ССФ^рЛо.О и Р('и,&):=Х'^('«,^) 

определены в некоторых окрестностях, соответственно, точек 
и (гс'°,£% Вследствие (1.2.10), (1.2.13) и (1.2.8) при 

а, значит, и Р^^ ('^,^)>0^ С̂ ^ (Г̂ З > 67 . Позтомуиз равенства 

следует, что 

^ (1.2.24) 
Так как £̂  ± при £^-^0 , то из (1.2.8) и (1.2.13) 

будем иметь при достаточно малом с 
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/ ^ ^'^,-^''}:^Я..^ для ' и ^ В ^ . (1.2,25) 

Обозначим д 1- (<1^-^<) /2. . Тогда 
(1.2.26) 

При рг 2̂  ,,,̂ и̂меем 

I X ' е°^=ГТ//^ "̂-'"//̂ '̂ f(̂ '"X f2 /г/ эг^ 
ХХ 

и Из (1.2.27) при р=2- ,(1.2.23) и неравенств (1.2.10) 
(1.2.25) следует, что 

(1.2.28) 
Из (1.2.25)-(1.2.28) индукцией по р получаем 

(1.2.29) 
Обозначим 
d\=l)vax Ш)^С-ь!\1 (1.2,30) 

где - постоянные из оценок (1.2.7) и (1.2.9). Выбрав 
^ достаточно малым, из.(1.2.5), (1.2.7) и неравенства 
<̂ /"̂ '̂< 8/ ̂  <Г при ^/-^^ получаем 

У[и,С)'<с1-^ при (1.2.31) 

и тем более 

У1и,£^)~и < о18 при ( ? ^ - г г ^ г ^ / (1.2.32) 

Из (1.2.8), (1.2.9), (1.2.30) и неравенства и '^1 
при Q¿:t^Z'г^z.f следует, что д можно выбрать так, что 
О^Х'у^Ы,'^^) <с\ ; ЪсеС0,г1) . Тогда при р-^^.,.^п1 и 
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откуда, учитывая (1.2.23) и (1.2.32)^. получаем 

г.о)-^'^Гл, r.']<^P'-^S (1.2.33) 

т (1.2.31), (1.2.23), (1.2.33) и неравенства d >£ 

í X L W^=<íc^rc^'"-r^-/j¿/^'"^Vrí/-/j, (1.2.34) 
p " O 

Обозначим é-'l^^>^ maye U Ce) .Из (1.2.15), (1.2.16) 

и (1.2.34) получаем Поэтому 

(1.2.35) 
Так как ff) CÍ)-^-^oo при -̂C7 , то можно выбрать так, 
чтобы 

т^(г)>бпс^/е4лс1-ы, (1.2.36) 

Теперь (1.2.17) следует из (1.2.24), (1.2.29), (1.2.35) и 
(1.2.36). Лемма 1.2.1 доказана. 

Далее <Г выбранно в соответствии с леммой 1.2.1. 
Л^зма 1.2.2. Q/ществует такое число К^бЫ г что при 

, S-̂ jcjíl уравнение ^ (О, ё2_) — О имеет на интервале 

(. С? / 9 ] единственное решение £'z~ ' этом 

1 2. ^г. '"^ ^ ^ t-c^A/ c¿ —С/, (1 2 37) 

Утверждение леммы 1.2.2 не вызывает сомнений, однако акку-
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ратное доказательство довольно громоздко. Оно приведено в при
ложении . 

Из лемм 1.2.1 и 1.2.2 и из теоремы о неявной функции, ана-
ЛОГР1ЧНО доказательству теоремы о продолжении решений диф
ференциальных уравнений до границы области определения, полу
чаем следукщее утверждение. 

Лемма 1.2.3. Для любых П , 1с:^1(^^ существует 

единственная -фунющя ^ '£<^£^ ^4-^J ~~^С^)^2 такая, 

что 0-^ '^0'^ ^ либо (1) (5+ - — <3 либо 

(И) ̂  ^е^"^] :=сГ, либо (111) ̂ ^^(^^'^-РОУ^-^, либо 

Заметим теперь, что случаи (111) и (iv) невозможны. Дейст
вительно, ̂ ^^£^^Х)~'~^^^В^) о) ̂ 'О , Поэтому в случае 
(111) ̂  ^'В^Х^-^1^ )'х'с1с(-В^-^^^)) <'0 при достаточно малом 
)>У0 в гфотиворечие с (1.2.38) . 7\налогично приводится к проти
воречию и случай (iv) . 

Вследствие неравенств (1.2.11) и (1.2.14) 

> г \ , г \ (1.2.39) 

Отсюда и из (1.2.37) получаем, что 
(1.2.40) 

при тех £| , где определены обе части этих неравенств. 
Покажем, что существует такое /<;̂ 6/̂  , что =сЗ при л с: 
Х^\^4-'^^стъ это не так. Тогда ^' У ^ ™ ^ ^ 



40 

(1.2.40), получаем, что 8-^ t б" 6 СС>, 5 ^ . Теперь, как и в 
конце доказательства леммы 1.2.2. получаем противоречие, со
стоящее в том, что векторное поле Х^ > 8=(е.^ \ ̂ )) фи дос
таточно большом ^ должно одновременно иметь и не иметь сед-
ловую связку. Аналогично доказывается существование такого 
) с _ б М /ЧТО ¿^'^^-S upvi^'-i,.,^ny^0^i^^' 

Пусть т(Х)с{К_^,\^^) . обозначим Е'':-{Ес(^,£)^1£г^У1^^ ^^()/. 
Лемма 1.2.4. Для любого ^ 2 . ' ^ ^ - ^ ^ А ] 

ляется единственным решением уравнения С€,/ ё^)^ 

Доказательство. Пусть ^^^СВ-'^, &^ для некоторой точ
ки ( 2 , ̂  в ^ ) ^ ^ « Тогда из леммы 1.2.1, теоремы о неявной 
функции, определения/:::̂  и неравенств (1.2.39) и (1.2.40) сле
дует существование такой С -функции , что 

В силу леммы 1.2.2. /^С^) - 6- _2- Отсюда и из леммы 1.2.3 
следует, что и потому -^^Г^^. Лемма 1.2.4 доказана. 

Легко видеть, что €иг) У С^/}=^0^ если G,6(-S,0^^ 

-(лт V C-^|)~^C'^i) 7 если '^-Х^^Х) • Это доказьюается 
от противного с приведением к противоречию того же типа, что в 
конце доказательства леммы 1.2.2. 

Обозначим теперь для ^ -=-1,у П. , 

" ' '̂ ^ доказанных свойств функций следует, 
что функции Уцс описанные в теореме свойства. Опреде
лим множества и ¿7^^ , как в формулировке теоремы. Из 
леммы 1.2.4 и определения Х^,с следует, что если 

, '^^ и^^С^)^ХС^); если е^В\и В^^ , 

ТО £^ ('̂] ф в Сё) . в последнем случае нетрудно доказать, 



что асимптотическое поведение сепаратрис ^{ё) и Ь 

такое, как указано в теореме, поведение сепаратрисы оче
видно. Таким образом, утверждения пункта 3) теоремы доказаны. 

Вследствие условий 4) и 5), задаюцих Х^^у г число^мож-
но считать столь малым, что векторные поля ; 
не имеют нетривиальных устойчивых по Пуассону траекторий. 
Теперь утверждения пункта 1) теоремы следуют из пунктов 2) и 
3) теоремы и из первого из равенств (1.2.3). 

Множества 
^7; К^{^) связны. Векторные поля У̂ / и /^х/ , где 

^' и ^'^ прршадлежат одному из этих множеств, топологически 
эквивалентны. Достаточно проверить, что они топологически эк
вивалентны при фиксрфованном ^ ̂  и ё'^ достаточно близком к 
£^ . Это доказывается так же, как достаточность условий гру

бости и первой степени негрубости [1, 4] . Таким образом, раз
биение на множества В ̂  ^ EJ , В>^^ ̂  ̂ ^^с является 
бифуркационной диаграммой семейства { У^ ^£<€Е'^. 

Теорема 1.2.1 доказана. 
§ 1.3. Бифуркации векторных полей с 

однося?оронней петлей сепаратрисы 
Пусть {У^^^^^ ~ двухпараметрическое семейство вектор

ных полей, трансверсально пересекающее при ̂  -о подмногообра
зие Х^У. - • В этом случае не является ни о^- ни сО-пре-
дельным множеством. Пусть В (^) ) ̂ ^^^) ~ те же, что и 
в § 1.2. 

. [ 

Теорема 1.3.1. Существ.укуг окрестность Ь точки £ - о 

LE ^ ^ Е ^ е ) , С -координаты б^м^г^у* ^ ^ число X О 

такие, что бифуркационная диаграмма семейства { У^]^ ̂  ^ > 
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^.^-('^^5)^, представляет разбиение В.*^ на множества у6̂ -
(1--0,...,н),Е^-(]-1,...Ч)(Р'^с. 3), где В^-Ы,В^--{&1?,%((,1 

При этом 

1) если ееЕХеев^) с=^^...,1/^ то Х^^^^ [ Х/^'^); 

2) все особые точки и замкнутые траектории векторных полей 

6 ̂  В*^^ являются продолжением по параметру, соответ

ственно, особых точек и замкнутых траекторий поля Xо / за 

исключением одностороннего гиперболического цикла (9) при 

, гомотопного* петле , неустойчивого для 

ВрЕ. ,устойчивого при в €В иВ„ О В^ , и двухстороннего 

неустойчивого гиперболического цикла (£.) при ̂  еЕ^ го-

мотопного I ̂  (все эти циклы стягиваются к I ̂  при е о ) ; 

3) асимптотическое поведение сепаратрис поля У , отличных от 

В~(в) , продолжается по параметру £ С Е^ ; сепаратриса 

В (ё) совпадает с сепаратрисой образуя одностороннюю 

петлю ГХ^^ ; гомотопную , при <£ ̂  В^^ив^СУ/5у ^ двухсторон
нюю неустойчивую петлю (с) ̂  гомотопную при 6€ В , 

^-предельна к Х^) ^^^^ р~^С^) при 

Е<£ВХЕХВ^' сепаратриса В С^) ^-предельна к Е[(0 

при £^ЬХЕ1>^ ^г^^^ при ̂ <^/в_^ . к р~(9) при е^Е^иВ^^. . 

Здесь и далее речь идет о свободной гомотопии в окрестности 
Го , гомеоморфной листу Мебиуса. 
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Доказательство теоремы 1.3.1. Аналогично случаю ^ X 

С -координаты в окрестности В точки £=^о можно 
считать выбранными так, что )\ Е ^1 у С^/ё)= . 

Тогда функция последования имеет вид 

• удовлетворяет 
оценкам (1.2.6). Из (1.3.1) и (1.3.6) следует, что существуют 
такие числа С > о и /^>1/2- , что при достаточно малых И, 
и § для (^,£)е{о,а))с(-^^^)^ 

(1.3.2) 

где . 

«fг (1.3.7) 

Для удобства скяа включена и оценка (1.2.7) . 
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Возьмем числа С̂ .̂ , АС̂- ( I = -/,г) так, чтобы 

Из (1.3.2). (1.3.6) и (1.3.8) следует, что и <? можно 
выбрать столь малыми, что при С^,£) € [о,1с) ̂  (-£) ^ 

Ч'^-^^^-£{е)+^£С%£)<-Я^^о Г ^ - а ; (1.3.10) 

В силу (1.3.1) и (1.3.10) сГ можно считать столь мальм, что 

^[и,ё]<^0 при ¿ € 6 ^ , i ' J ^ • (1.3.11) 

В дальнейшем, уточняя выбор и и ^ , мы будем считать, что 
это неравенство выполняется и, кроме того, О'^^^-^И^^^, ^^-Е'^> 

Из (1.3.9) (1.3.11) и равенства ^\о,ё]- следует, что 
при £ СС-^\^) 1^) 'У['•> £) имеет единственный нуль сс(ё]' 

^[(Ш, ^)-=^0 (1.3.12) 

и единственную неподвижную точку Ц^Сё) '. 

У [^сС^)Х) --и^^)^ (1.3.13) 

при этом иО)ес'^~\ ^х^)^С^'^> 

0^ гс^С^) ̂ гсСс)гХ. (1.3.14) 

Для достаточно малых чисел и^^о ^ траектории поля 
2-

, £€ СХ ^ начинающиеся в точках дуги ^^(-г^^^ О )^ 
-предельны к р'^(^) . Будем считать, что Ъс<си, <̂  <Г 

Числа бе и можно выбрать так, чтобы продолжения по пара
метру £ ̂ С'^^ р ] ̂  замкнутых траекторий поля не пересекали 
дугу Г^-^ рЛ^Х).Ш (1.3.1), (1.3.10), (1.3.9) и (1.3.12) сле
дует, что для достаточно малых сс и ^ 
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•f Ыл)^('^я, о) при £еШ^(оА^(^)^ ^ ^ ^-

Поэтому замкнутые траектории поля 
не являкщиеся продолжением по параметру замкнутых траекторий 
поля Хо / должны пересекать дугу 1^^ [О , Ь. (О '] , 

Предположим, что £€(~S^olYCo,^). 1Аз (1.3.2), (1.3.10) и 
(1.3.8) получаем, что г^и достаточно малом сГ \/и^Со^ -и^т)) 
"•̂  ̂  ̂ г."̂  ^ ' Поэтому в этом случае - устой
чивая гиперболическая неподвижная точка функции последования 

Следовательно, поле Х^. имеет единственную замкнутую траек
торию, пересекакщую дугу [о, иС^) 7 • Эта траектория (0 -

устойчивая гиперболическая, односторонняя и гомотопная . 
Рассмотрим теперь случай <? =̂  (ё/, ̂ 2.) ̂  ^) • 

Из (1.3.1), (1.3.10) и (1.3.12) следует, что число <Г 
можно выбрать так, что для С € Со,£) ̂  

Равенство (1.3.13) с учетом (1.3.1) перепишем в виде 

(1.3.16) 
^С^)^1-^(^)1-д1{г/оШ,^)-^и^'С^) , Вследствие (1.3.10) 

Отсюда и из (1.3.16) получаем при достаточно малом «Г 
и,С(:) ̂  ^ ' 5 - « к ^ ^ ^ е.^/Г/-€,);. (1.3.17) 

где 



46 

р 
Лемма 1.3.1. При достаточно малом д супрствует такая 

, что при в ̂ (о,£) 

Доказательство. Из (1.3.2), (1.3.10) и (1.3.17) следует, 
что при 

£^<^е,1^, £,^<^о^?), е/еРг- '^ 

и потому сГ можно считать столь малым, что 

'\^^[ы^(г)х)'^о е^^ГО;А е^^^е.^^. (1.3.19) 

йз (1.3.2)^ (1.3.10), (1.3.14)^(1.3.15) и (1.3.8) 

получаем, что ирм £'= у <гу^р С-^^)) , £^^Со,С) 

и потому можно считать выбранным так^ что 

Пусть ^ ̂ (^г>'^г,)^(^)^} . Из равенства 

и из (1.3.3), (1.3.5), (1.3.7), (1.3.9), (1.3.14) и (1.3.15) 
получаем 
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и 
/С, 

(здесь для ьфаткости обозначено Ъ1^',^ Ы^ ('&) ) 
Обозначим D,^:^osi^'Q)q^iq^-tjy\ ЬX'Cl¿f~^/C1-^). 

При ^Х СоХ) •) (7^^2^^у будем иметь 

Поэтому при достаточно малом сГ 

2- 1/^ Г^,/^);^)>(? при 0<:̂ <̂ <̂̂ Г, 0<1£^^^,^. (1.3.21) 

Из (1.3.19)-(1.3.21) следует, что для любого ё,С(о,^) сущест
вует такое число (̂ /̂1 6 б С?, ^ , что имеет место (1.3.18), 

при этом Х^ С^Х^^С^/) • '̂ о̂  факт, что ) С С^'^ следует из 
теоремы о неявной функции. Лемма 1.3.1 доказана. 

При веСоХ) / 6 ; е; отображает отрезок С^ / '2̂ '̂̂ JJ 

в отрезок Г<?; ̂ г!^*^*^/'^'^^ ^ ^ / ' ^ ] . Поэтому при 6^(^оХ)^) 

и € [о, иш) определена функция ^С^, ^)'^ ^^-^у 
'^['^(Ь,^), Введем также функцию с( ^Ог^, ̂ -)~ьс . 

Лемма 1.3.2. При достаточно малом <Г существует такая 

С-функщ^ )(рЛО,^]-^(0,^)^ }{г(^,]^оС£,),что при ееСоХ)^ 

ol(0,^) = -S^c^(г¿(^)^^)=^S^(£^-^^a^)J^ (1.3.22) 
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Доказательство. Обозначим (£)'u(£)/С^ . Из (1.3.15) 

получаем при O^'^t'^ X ^ ^ 

-I 

< 

и так как > i , а i^/n ̂ €^^-0то при малом / 

/О/ N 5 о (1.3.23). 

Точно так же при € =^Се, , (- 91^)), ^Со ) . имеем 

И потому можно считать, что 
>0 при £=(£/ ,е)Ср(-'с, )^ €,€(С?Х}. (1.3.24) 

Используя (1.3.12), находим 

где для краткости обозначено V. Ь . Из (1.3.2), (1.3,5), 
(1.3.12) следует, что 

-= и^''^'\~А,С^)^ Аг('^}^ > (1.3.26) 
где 

Оценим Ajd.) и А2_С£) . Из (1.3.8) следует, что при 
достаточно малом/ l-̂ £̂J/̂ <^^ для Е^С-Гу.^ j ̂. Поэтому 
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;4, íé>:>9,2, при Е€Со,£)^. (1.3.27) 

Из (1.3.6). (1.3.10) и (1.3.15) имеем при <£€С0,^)^ 

Поскольку /Ь у i/2- , то ^ можно взять столь мальм, чтобы 
^ > У г. . Тогда 

Теперь, выбрав S^iq^ /Ь)^, при £ -^^^^ , ̂ 9<̂  <?/^Г ̂  

^ 2̂ /̂  из (1.3.27) и (1.3.28) получаем 

Из (1.3.25). (1.3.26). (1.3.29) и (1.3.9) вытекает, что 

(^)<-о при б<е/^сГ^ ^<^^^е?Д (1.3.30) 

Из (1.3.23), (1.3.24) и (1.3.30) следует существование 

такой С*^-функции у^'(0,^)-^ {0Х))Что y¿^C¿i)~o¿^¡) и 

-Tg^ ^/^;^r^^/^^£j-?ay> при GGCOj^J^. (1.3.31) 

Поскольку c/(^&),^=//¿',<í>''í?¿J-f^-ar^^ cy^¿^,d=//^^2,^;;, 

функция убывает, а ULí) - ее нуль, то при E€CO¡^)^ 

dío,í}=^'S^r} díalíé),е>-^^ 9^-ule))--i^^ é^^éj. 

(1.3.32) 
Теперь (1.3.22) следует из (1.3.31) и (1.3,32). Лемма 1.3.2 
доказана. 

При и 6(0, -Ule}) 
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(1.3.34) 

(1.3.35) 
Из (1.3.33), (1.3.34), (1.3.2) и (1.3.3) получаем 

(+0,Е) ^ , с1 ̂ ' [ч-О, - . • • (1.3.36) 

Из (1.3.35), (1.3.2) - (1.3.4) и (1.3.10) имеем 

и. 

где обозначено 1Г'•- (^) ^У) 

Квадратичная форма ^ ( % ) ̂ ) положительно определена, если 
<Г выбрано достаточно малым. 
Из (1.3.37) теперь следует, что 

с1"'Аг1,<^)>0 при плеС0,ь(О) Х^(оХ)^. (1-3.38) 

Лемма 1.3.3. Для любого £/ £(О, ^) 

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы не-
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верно, то есть при некотором £1^(0,$} 

Возьмем €^(£, )У2^^1) . Тогда из (1.3.38), (1.3.34), (1.3.13), 
(1.3.18) и (1.3.38) получаем при 6/̂  =6/с»̂ €̂  

Ввиду (1.3.40) и (1.3.22) 
с{(0,£)гО. (1.3.42) 

Из (1.3.41) и (1.3.42) вытекает, что функция имеет 
на [0,У^Щ) минимум. Отсюда и из второго из равенств 
(1.3.36) следует существование такого и^ССО,К^С0^ , что 

С/^^ Ы^,£)^0 , (1.3.43) 

Из (1.3.41) и (1.3.43) получаем, что найдется точка 
^2.^Г'^^| '̂ с̂ )̂̂ ? ̂  которой ^'^2.\ £')^0 , в противоречие 
с (1.3.38) . Тем самым, лемма доказана. 

Следукщее утверждение - очевидное следствие определения 

]^(*,е), о/^;ёХ^/0^ '̂'̂ ^̂  и отрицательности 
Лемма 1.3.4. Для ^/^ £ ('о̂  г//^)У , e6C0J^)^ 

(1) ( - нуль функции ЫО) £) ) ( - неподвижная 

точка функции ) £.) ) <^=р (через точку ^^(к^^Ск)) проходит 

замкнутая траектория паля У,^ ) ; 

(2) (/рС^.) - нуль функции с1(')^) ; через точку /^^^(^иоС^)) 
проходит односторонняя замкнутая траектория поля гомо

топная ; 

(3) если С1^- нуль о1(''^} ^ принадле>ка1ций интервалу 

(о ,^С<с)) , соответственно, Си^С^) ̂ Хс^)),, то Т/^-£)' 

ее нуль, принадлежашрш интервалу (И^СО Х^^)) ,соответствен-
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КО, (О, ; через точки 1^^(^Х ^ ^'^У ^ этом случае 
лроходат двухсторонняя замкнутая траектория, гомотопная , 

Определим теперь множества (1=0^,.,^^)^ Е• (J-'f|^ч^) так, 

как описано в формулировке теоремы. 
Рассмотрим случай £ . Из (1.3.39) и (1.3.22) получа

ем ^ 
с11о,£)<^о , о1(иа)>£)>о, 

а из (1.3.18) >:/'̂  и потому 

Покажем, что 
с1(^,£)^£^ (^-^^(^)) , г1£(о,гсС£)}^ (1.3.46) 

Предположим, что это не так, то есть либо 3 'Ъс^^Со, ЪС(£)) 

с1(1х',£Ьо, либо вX^c(v/¿)Jгra)) с1Ы",£)^о, 

Отсюда и из (1.3.44) и (1.3.45) следует, что либо 
В1ХХ(-^>'^оС^)) .с1(ц,£)^с^^ либо 3 г/̂ ^ -̂г /̂̂ ^г^Г ;̂) 
(^(^1^^)='0 • Из пункта (3) леммы 1.3.4 получаем, что либо 
3^''^(^о^О;г1Ш с1Ы",£)^о^ либо Э-гх €/fc?,'г//€JJ 
с1 (^') ̂ ) =-0 . Таким образом, существуют точки 1л'^ [о,Ъ(^й) 

такие, что 

Из (1.3.44), (1.3.45) и (1.3.47) следует, что функция <Ц'>^) 
имеет на интервалах хотя бы по 
одному минимуму и максимуму. Поэтому существуют точки 
и^'^€[0,^,Ш) , '"^€(г(Х), такие, что с1^, Ы^'']£ХО 

. Но тогда существует и точка и^£г (Х''\ X^^J такая. 
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ЧТО ^,£Х0^ в противоречие с (1.3.38). Таким образом, 
равенство (1.3.46) доказано. 

Из (1.3.46) и пунктов (1) и (2) леммы 1.3.4 следует, что 
И^Ч) - единственная неподвижная точка :^6)£-^ . а траектория 
поля )(£ ^ проходящая через точку С^о(-^)) - односторонняя 
замкнутая траектория Г̂ бё) ^ гомотопная .Так как 
(/у̂ (̂),е)>1 г то Г| fëJ - неустойчивая гиперболическая замкну

тая траектория. Из (1.3.14), (1.3.15) и из равенства ^Х^)^^^!) 
получаем, что •<̂¿/y) "и()СО.}~0 и потому Г^(£)=^Г^ . 

Из (1.3.46) следует, что при г1€ [о, г1с(^)) :^(nJ,Я)<^. 

Отсюда и из положительности £ } получаем, что 
при 1^~^ч-оо и, следовательно, с1(Х(£)) ~ 

1~( (£) . Так как :^СО)й) ^0 , то В пересекает дугу 
(-У^> о) , и потому ^-предельна к ^о'^С^-)-
Таким образом, для ; справедливы все утверж

дения пунктов 1) - 3) теоремы. Аналогично эти утверждения до
казываются для £€В, а^^''^) ) ^^Вг) ^^B^C|(OJSf' 

Для случая ЕеВ^П(-1о1%(^>'^) они йэши доказаны выше. 
Случай ^ ̂  &с> ^'^^Ч тривиален. 

То, что разбиение на множества /Ъ^ (с=б,..,,^) ̂  

О ^"^)'") ̂  является бифуркационной диаграммой семейства 
•^Х^У^^^-^' доказьюается так же, как в теореме 1.2.1. 

Теорема 1.3.1 доказана. 
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ГЛАВА 2 БР»УРКАЦИИ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ С 
КОНТУРСМ т СЕШ^АТРИС СЕДЕЛ 

§ 2.1. Бифуркационные многообразия 
Обозначим через Ц^. множество векторных полей %Х^о 

('г̂ )̂ удовлетворяющее следующим условиям: 1) все особые точки 
и замкнутые траектории поля гиперболические; 2) существуют сед
ла 2:^ Ф ^^2. ^ траектории '^^ог ̂ ^^^^ "̂ "̂^ ̂ о/ ̂  ̂ от) 
выходящая сепаратриса седла 2 ^ (2.^) и входящая сепаратриса 
седла 2.̂ 2. ̂ ^°\\ 3) нет сепаратрис, идущих из седла в седло, 
отличных от и Ly2, ; 4) сепаратрисы седел ¿^=1,2) не 
являются предельными к контуру /̂ ^̂  О В^^О { J 2 ^ 1 ; 
5) нет нетривиальных устойчивых по Пуассону траекторий. 

Теорема 2.1.1. Мнсскество '^2, г ^^^•^^'^ся С -•подмного

образием XXСИ] коразмерности два. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.1.1. 
Пусть - собственные значения оператора 

Зададим в ^2.,ь открытые подмножества 2 ^ ̂ -'^)'-ч 

(рис. 5, 8) следуоцими условиями: 
1) Уо^^2,2,т ^^-1)">Х)^сли. контур Го - двухсторонний и для 
любой его окрестности V , гомеоморфной х /£ ^ обе связные 
компоненты 1/"*̂  пересекаются с сепаратрисами седел 2*̂  и х'̂ ,̂ 
кроме того а) (^^^0 Х^\^г) при //? = / б) 3 О { ̂  = I \2} приП\-2 

в) <̂ ,<̂ 2 <10 ; > о при ^ - 3 г) с̂ ^̂ 2̂ <^0 , ̂  < О при/Г)^^: 

2) Х о ^ 5 1 ^ 2 т ( ̂^~^/^^ ̂  контур - двухсторонний и 
существует его оврестность Т/" , гомеоморфная 6*̂ /̂̂  такая, что 
только одна связная компонента 1/^/^ пересекается с сепаратри-
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сами седел-2.и 2 ^ ;кроме того <^^<0 С>о)^ 1^-1,2. при /Г?г-5~ 

§ 2.2. Бифуркации векпнэрных полей из ( УП =1,,,,)^) 

Рассмотрим двухпараметрическое семейство векторных полей 

^^Е^^-^Е проходящее при Е-Х) через точку Х^,^!!^^ 
Пусть ¿.'̂ . ( Е^^) , С-"!, Ъ у такая входящая (выходящая) сепарат-
риса седла г- , что ^Х^^ = L p , , а - ̂ '^^ ' ^ 
В силу условий, наложенных на % ^ , контур не является пре-. 
дельным множеством, а входящая (выходяшдя) сепаратриса седла 

И-{^г) , отличная от /_"̂ -̂ С ]— ̂ •^) имеет с̂ (со)-предель
ным множеством либо особую точку, не совпадающую с -2.̂  (к:=^/1г) 
либо замкнутую траекторию. Обозначим ее р^, {'/5̂- ) Для Х, 

(1=^1, г) будем обозначать их продолжения по параметру со
ответственно, "^Х^)) С^) ) (£) . Для определенности сг̂  

Бифуркации векторных полей Хх,^^^,7,г (\^ ^2 г ̂  

к бифуркациям векторных полей Хп ^ ^2 2 / ( Уа ̂  Хп и ) • 
' I о 2.12/4 

Теорема 2.2.1. Яусаъ Л£}^(С^ - двухпараметрическое се-' 
мейство векторных полей , трансверсально пересекающее при £ =0 
подмноогообразие г^ • Тогда существуют окрестность £ 

точки £=о / -координаты {£/,£г) в ней и число та

кие, что бифуркационная диаграмма семейства (У^^^^^с , E^f-S,S)^ 

представляет разбиение В ^ на множества в^- (с-о^.,,, ^ 

0'-У,имЗ;^ Ь^^ , (£^'(,2^ П^0^1,2,.„)( рис.4 ), где 

у^(^о)=^/(^охо л ч ^ . з ) , г/£Хх/^^)^ГА)' 
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Ч £ ( Г; (f,)'^e^^^Jн(^')} 0 = Аг) , £з- ('1 0}^, 

При этом • 

1; если £СЕ^ []-1,г,ч) или £сЕ^^^-Г=/,2; пе-{о^и^)^ то Х^^ТХ; 

если ££В. (1-^,..,г)или £^В^^(^=^,2Хе^0^0Ы)^ тоХ^^^)) 

2) все особые точки и замкнутые траектории поля X^ ; '£ 

являются продолжением по параметру £ особых точек и замкнутых 

траекторий поля Х^^ г за исключением двойного цикла при Е ̂  в/ 
двух циклов - устойчивого и неустойчивого при б'̂ Н/ г устой

чивого цикла при 2 ̂/6_̂ (УЕ̂ Свсе эти циклы двухсторонние, гипер-' 
болические при Е^Ц^и стягиваются к при £-^0) ( рис.6) : 

3) асимптотическое поведение сепаратрис [Х~ (£) Е^Е^, к-^, 2^, 

такое, как указано на рис.6; асимптотическое поведение сепа

ратрис поля ,отличных от ^продолжается по параметру. 

Теорема 2.2.2. Пусть {Х^^£^1^ ' ̂ У^^Р^^'^Р^^ское семей

ство векторных полей, трансверсально пересекающее при 

подмногообразие 2- . Тогда существуют окрестность с2 точки 

Е^О^ С -координаты (^,,£2.) ^ ^ число ^ >0 такие, что 

бифуркационная диаграмма семейства { У^Х€В^ ^ В. (~ ^) ^) > 

представляет разбиение Е на множества 

и^^'^-) X'^Sr) ) ^ ^ ^ ^ ^ ^ У (рис.5) . 
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Е,-'{^^<-0,^г>Г/(^1)V ^<>И1(^2) (здесь /^.'СР,^)'('о4 

( здесь , г=1 , : (0,&)-->(0,^-) , <^С\ 

Ври этом 

1) если £¿BJ (]Н2)или ¿€£^^(^^/,2; /1^^0!/0^^)^тоХ^^^'^^ 

если е^Е)1 (1-1,.',ч)ш1и 2<£В^^^ Х^/,г;/1^^оуи, то Х^^^^; 

2) все особые точки и замкнутые траектории поля Хс. ) £ <^^^, 
являются продолжением по параметру особых точек и замкнутых 

траекторий поля )(о ̂  за исключением устойчивого гиперболичес

кого цикла при 6 ^ ; 

такое, как указано на рис. 7; асимптотическое поведение сепа

ратрис поля Хо /• отличных от (^-^1^) продолжается по 

параметру £ € 

Ограничимся доказательством более сложной теоремы 2.2,1. 
Доказательство теоремы 2.2.1. Выберем такую окрестность £^ 

точки 2 ~о , чтобы были определены продолжения по параметру 
^ ^ всех особых точек и замкнутых траекторх^ поля X о • 
Пусть ^¿2^^^^^^ ~ собственные значения линеариза
ции поля Хб ) ^'^^^) в точке ^Х^^ ^ <:=/;2' ( А'('')'^С , 



58 

'У^¿j(0)^)\^j ; ¿',^ = ^ 2 ) . Обозначим /1 •7^);^-/\/0//^/2<^^Х 
- Я г / ^ ) / \1 (ё) * Так как сР^ •= ̂ ^{о) -^у.^^^) > О, 

^ 2 = \Х)-^\^'')^0,^.^Х^''^К^^^~\,(о) А„(о]>о, то 
}\2̂ (о)>/\̂ /'о)>|. Поэтому, уменьшив при необходимости- , мы 
найдем такие числа ;}|̂« . что при всех ^ 

Согласно [22] существуют окрестность Н^сгЕ^^ точки й-о^ 
положительные числа И^, 1^1 и С "̂ -вложения • 
('̂ .J =̂ Ŷ 2- ; £^В^) , трансверсальные полю ^ такие, что 

1) ^%)еС^а), rlf(o)iLy(),^f^(o)€l*Ji),ll¡Ъ}ëi:^(,)• 

2) отрицательная при с~1 и положительная при ¿-2 полутра
ектория векторного поля У ̂  ̂  £ € . начинающаяся в точке 

, ^ ^ СО^у."^)у первый раз пересекает дугу ^¿0,0 

в точке ^ ^^[(СУ%^1), где 

(2 2 2) 

/7 

. л/ 
^/У и ^ О^т-ьП^"1-1; с -1,2. 

Доогределим ^Х'^1^У ((•-/, 2) в точке Ъс^О по непрерывности, 
положив С/'̂- ( ̂ ; €.) • — (7 . 

Уменьшая при необходимости Ы тл с: .мы можем считать^ 
что продолжения по параметру £е£^^замкнутых траекторий поля Х"© 

не пересекаются с дугой ^^^(-11^)1/), траектории поля Х^ ; ^ б Н ^ 

проходящие через точки дуги YjJ^(-V.^JO) ( ("'2/^) О у̂ у̂ с̂ -пре-
дельны к р'"^ (^)(1оХ^}), а проходящие через точки дуги \^^^{~11^)0) 
( Г^-^С-и'^)'^))^ а;-предельны кр^(^) ( р^^^О ' 

Точки Г7 (о) можно взять сколь угодно близко к седлу и, 
следовательно, можно считать, что время перехода по сепаратри-
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се (Ь^^) - от точки Г;^^{0) (Г)^^(о})до точки Г^^^ио) 
( Ц ̂  (0)) отрицательно ( положительно ). Поэтому для достаточно 
малых окрестности ^ ( Е<^Е / точки ё =о и. числа V. ̂ (0, 2^ у 
отрицательная ( положительная) полутраектория поля > ̂ ^^^ 
начинакщаяся в точке /^^^(и) ( ̂ ^^^^)) > ̂ ^[-и)'и]у-пвр)тж раз 
пересекает дугу /^'^Х-!/!) (^^^^-11 О) ^ точке 

Ц^}^^Ы)'^)^[~УХ,1Х^)^ с'̂ У,2.. Ш очевидного неравенства ^/^(У.фо 

С и условий, задаоцих 2Е^^ ^, следует, что 
, / , , , ^ ^ -V, • (2.2,3) 
121 

Из трансверсальности семейства '['^в^веЕ ^ '̂ ^̂ ^̂  ^=6? 
к ^Г'^ вытекает линейная независимость производных д<^[0^о)/}£^ 

= ( Э Т О доказывается аналогично линейной независимости 
в теореме 1.2.1 ) . Поэтому в некото

рой окрестности Е ^ С Е точки £-с? существуют такие 
С *̂  -координаты ( ё 1 ^ У ; что 

г--( . (2.2.4) 

ТГ" —. _ 2 

Выберем такое А что [-|',^] .Из (2.2.3)^ (2.2,4) 
по теореме о неявной функции получаем, что существует такое 
^^(0,^)^ что для любого Г)^ уравнение Х^^(^ 1^Х0 

имеет единственное решение и.^'Ы^С'е.) такое, что 
^ С ^ % - С . = ^ , ^'^оСО)/Эе1 =-•//i^J^(0,o). (2.2.5, 

Из (2.2.4) и (2.2.5) следует, что существуют такие положи
тельные числа (X и в ^ что при достаточно малом <̂  

аг^^'^о(^^)^-^г, при £ &С0Л)У(Х,Ю. (2,2.6) 
Будем рассматривать случай ^ б[о,£) у /'-̂^ ̂ ] ^ Ввиду (2,2,6) 
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тогда et)->Ö . Из((2.2.3) и (2.2.4) видно, что 
0 ^ % Ы е ) < / ^ у при иеСО>г(^ш)^ (2.2.7) 

Из (2.2.6), (2.2.7), равенства ^^(0,о}~0 и непрерывности 
^2_[')'') следует, что / можно считать выбранньм так, что при 
£€(0iO /̂̂ "Х) ̂  ) огфеделены функции 

Из (2.2.1)-(2.2.4) и С^-гладкости функций (/̂. ((^-1,2-) 

следует, что существуют такие числа 
что при достаточно малом d для. 

(2.2.8) 

II 

I < CaCM^/^eJJ^ ¿¿--1,1) 

/ ß 

(2.2.9) 

(2.2.10) 

(2.2.11) 

(2.2.12) 

(2.2.13) 

(2.2.14) 

(2.2.15) 
Неравенства (2.2.8), (2.2.10)и (2.2.13) справедливы и для 61 

Обозначим 'Z//ej.' = //c7v^) = V^<f̂ /y<^j. В силу (2.2.10) 
'//"^ - убывающая функция, отображающая отрезок [Oj 7/(^(^)3 
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на отрезок ~£ О ,Х,(й)2 - Поэтому она имеет обратную 

[Х)'^ШУО, пгсСо,%а)). ,2.2.16, 

Введем функцию и функцию 
%Ы,^У-Щ^'Х^),^)^ТГ-^СК^'1Ы,С),С). (2.2.17) 
- функцию последования по траекториям векторного поля • 

Аналогично оценке (2.2.14) имеем 

^ , • (2.2.18) 
где I) и 5 - некоторые положительные постоянные. Р1з равенства 

используя оценки (2.2.11), (2.2.18), (.2.2.1), (2.2.15) и 
(2.2.6), получаем при € € (0,^) %('SX) , гГ С (о ,nfi^(Q)) 

X^)>-^--cjwXX^-caX' 

где " i - /7)úi'iC-j ^J ÍX ̂  потому для достаточно малого Х 

Х^ ( X ú > ^ , se(o,^^iXX)^'^^(OjW^))^ (2-2-19) / 

-г 

Лемма 2.2.1. Существует такая О-функция М ', (О/^) (о у [Л 

ЧТО при Е 6 Со 1^-) 

^1<^С<^)^ £-)^0 , ^^^(уиСе)Х)<^0^ ( 2 . 2 . 2 0 ) 

С^лХо при г1 eCoJJJa)), (2.2.21) 

о1!,('У,'^)^о при ие[Х'^)^^Х^^)• ( 2 . 2 . 2 2 ) -

Доказательство. Ш (2.2.10) и (2.2.11) получаем, что при 

гие(0,М„(()} 6,(V,í)^ c l l ( V , í } é ^^(г,,^, где 
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(здесь К,-1 при /с̂ -/ и /̂ =̂'/ при К~1,) . В силу (2.2.4), 

(2.2.1) и равенства ^^'^о^'^)) ^) 

Поэтому производная (*) £) меняет знак на интервале 
(О^КоШ) ' Кроме того, вследствие (2.2.12) с1^г(У,£)<С0 

при и£(о^ г/оПоэтому для любого ^€СО)$-Т существует чис
ло уи.( в) для которого имеем (2.2.20)-(2.2..22) . • Из (2.2.20)-
(2.2.22) и теоремы о неявной функции следует, что /и(')€С , 

Ввиду [2.2А) и равенства (^^(о^£)-0 

с{(0,г)^г^'%и, ,£) -=£¿-/^(^^5,2;. (2.2.23) 
В силу (2.2.1), (2.2.2) и теоремы Уитни о продолжении мож

но считать, что функция ^Х*)^) определена в некоторой окрест
ности точки [о,о) и 

^^(0,0)^ ^^^L0,o)^^|^X^JO)^O , {=1^2. (2.2.24) 
Из (2.2.23) и (2.2.24) по теореме о неявной функции следует, 
что если д выбрано достаточно мальы, то при £ 

^^Г) - ^^^ 1£2.')(ъ^^1)) > (2.2.25) 
где ^^,(оХ)--(оХ) , ^ ^ е с \ Уз^'о)=у^(-^о)^о. 

Из равенства ^ъ-^-^ ^/ X) , которому удовлетворяет 
^ х ' У з ' ^ ^ / ' ^ (2.2.1), (2.2.4) и (2.2.8) следует, что 

(2.2.26) 
В силу (2.2.9), (2.2.11), (2.2.14), (2.2.15), (2.2.1) и 

теоремы Уитни о гродолжении можно считать, что функция 
у'̂̂^ £) определена и непрерывно дифференцируема в некоторой 
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окрестности точки (о,0^ и 

Поскольку то из (2.2.27) и равен
ства ^((^(о)^^^^ по теореме о неявной функции следует, что 
если ^ выбрано достаточно малым, то при Е. € (о^ (~SJ^) 

^ср^ (^о^^))^)^^0^ (ё^~Уг^^1))^ (2.2.28) 
где у^ио,П-^(-<Р,Л , }{^€С^ ; У^(^-0)^У[(-^0)=^0. 

Кроме того, из (2.2.9), (2.2.1) и (2.2.6) получаем, что 

_ (2.2.29) 
где М=С^^^^ (^^^тау1^,^^). Из (2.2.26), (2.2^9) и 
(2.2.1) следует, что, считая ^ столь малым, что MS^^ ^^'^С^р 
будем иметь 

Уz^^|) ̂ Уз^^1) при г^С^'Ю • (2.2.30) 
Покажем, что при достаточно малом S для 6 €С0,^) ^ 

с^('/^Гб);£)=^^ (^е^-^/Гб,;;^ (2.2.31) 

где у, 1(ОХ)--С0,П , еС^, С^О) =у^(+0)-=^О, 

0<^У,(£,)^УХ^ ; ^Х(^>^)- (2.2.32) 
Обозначим 7ГГ£);-С)/(СА^^Л ^ 3 - Из (2.2.20), (2.2.13), 

(2.2.15) и (2.2.7) следует, что если <̂  достаточно мало, то 
при £€^0,^)^ 

Поскольку ТГС^)^ с((//^е)^^)>с1С€/Х^^^) / то 
7Г(Ге) >-0 при ^ / - Л ^ ^ / Л - (2.2.34) 

Согласно (2.2.8) и (2.2.9) при £^-0 '/ХР,£)>0 ^/.<ё1^Х) <0. 
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Поэтому 
1Г(Е)<-0 при <?2-^. (2.2.35) 

Теперь существование С ̂  -фуньсции У^О) г удовлетворягацей 
(2.2.31) и (2.2.32) следует из (2.2.33) и (2.2.35). Равенство 
у^Х0)=^О очевидно в силу (2.2.32) и (2.2.29). 

Из (2.2.13), (2.2.14), (2.2.6) и (2.2.7) следует, что 

¿1 (г1,£)<.Нг^ ) Ы^С0,и/£)), (2.2.36) 
где Н - положительная постоянная. ш равенства 

используя (2.2.33), (2.2.36) и равенство ̂  [-£0)^0, получаем 

Определим теперь множества (¿-^^1,^)^ Е^- {^"=/,zj так, 
как они описаны в теореме. Р1з (2.2.17), (2.2.16), (2.2.20)-
(2.2.22), (2.2.25), (2.2.28), (2.2.30)-(2.2.32) получаем 
следукшие утверждения (1)-(5): 

(1) При Е€Ц^ Ы('>£д имеет единственный нуль ^^^^ / ̂  
У^ (" - единственную неподвижную точку ]2(^)=:^^ [/хС£.)) ̂ ) • 

Кроме того сЦ^^£.]сО при /^Со.) и, значит, ̂ {^Г, С]^1У 

при ^ ^ ^Сг) . Поэтому ^ 7 ' ^ / ^ ) ; ̂ 3 ̂!' V'(̂¿y) гри /9 ^-оо, 
при /71--»-оо.Это означает, что поле У^уЕ^Е)^,, 

имеет единственную замкнутую траекторию, пересекаюцую дугу 
Г1^^{0,КоШ) - двойной цикл Г / ^ ) ; ^бГ/£))-^(;1|^£))^[;(^£]. 
Так как Ч'Л'̂ ;£)'̂ <̂  при и € (̂ /̂д̂ ], 1^)^ то траектория поля у 
пересекающая дугу [К^С^), гс )^ стС-предельна к р'^^^^). Траек
тории, пересекающие 1^^^^(-и)0\ ^-г^едельны к 1о'^ С^) . 
Поэтому \ У^) - единственная замкнутая траектория поля , 
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не являющаяся продолжением по параметру замкнутой траектории 
поля .Поскольку %[ó,£)'d^a^^)>^-)<0^po,q,)c(~v)Xl ' 

то сепаратриса (й) пересекает дугу C-V^j о) и потому 
-предельна к р'\С^) . Так как ^^(0,6)^=. О^ (*, о) -

убьшагацая функция и в силу (2.2.1), (2.2.2) 

то <f можно считать столь мальм, что ip (-11 ,£:)>^о^^)'> С дру-
гой стороны, (о,£)-ХЫо(е)) ¿) Поэтому ip^fu,¿) =У^Се) 
при U-dlíjeíXcjO) и сепаратриса o¿-предельна к ̂ >¿7£J, 

(2) .При E€Ef ^('j£) имеет ровно два нуля Û̂- Cc-/,zJ 
0^%li<^íí)<li^<Uf^(¿]^d. уё(')^) г соответственно, две непод
вижные точки X ^(--fi^) б'̂ '2/̂ ^̂  7̂ <?>̂ <̂̂ j, причем 7^ (7r,j3)^1, 
Í 

jf^í'^i^^) >'t • Поэтому векторное поле имеет ровно две 
замкнутые траектории , не являоциеся продолжением по параметру 
траекторий поля У^ : устойчивую гиперболическую fjC^j и неустой
чивую гиперболическую Q(^¿X rL"|/̂ ¿jj = CüC¡~^(^))^ fj" í^j. 
Каки в случае ¿"eg^, ^CL'^C^))^ (Q) ^ ^( L\(£)} =/¿l^^). 

(3) При ¿ ^/Зг. ? ^ ^ предыдущем случае, ̂ {')£) имеет 
две- неподвижные точки Т/̂  и /̂г, / только 1/^=0. Поэтому вектор- ' 
ное поле У^ имеет неустойчивую петлю сепаратрисы (¿) :г 

СЯ:) О -i^^l^)^ ^ устойчивую гиперболическую замкнутую 
траекторию [jí̂ J. При этом LO ÍÍS2^U)J-Г^^)^ а очевидно^ 
предельна к р~^(й). 

(4) При f 6Е^ с1['>в) имеет единственный нуль 
Тогда имеет единственную (устойчивую гиперболическую) 
неподвижную точку Tff , ^ ^ Х ^ ^ ' ^ ^ ) "Р^ lJ~€ [OjV/£)J . 

Это означает, что векторное поле имеет единственную (ус
тойчивую гиперболическую) замкнутую~ траекторию Г( ('£) не яв-
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лякадуюся "Продолжением по параметру траектории поля У̂ ,, 
Очевидно, что о((С^СО) ̂ р^С^.)^к1-1,2. 

(5) При геЬ^ с1[0,€)-0, с1{^,фо для гCC(D,Va(•ЮЗ' 
Соответственно, £) имеет единственную неподвижную точку 

при Ц-^ • Для ПОЛЯ это означает наличие устойчивой пет
ли сепаратрисы Г2^^^) ~ Аг^^^^ О {'^^Сб)^Сотсутствие замкнутых 
траекторий, не являющихся продолжением по параметру траекто
рий поля У^^ соС1~ш)^^Х^) ) о1СЦ (^})^р^Се). 

Из (1)-(5) следует справедливость утверждений 2) и 3) тео
ремы при в € 5 ; (1-^,1,^) , ̂ еВ: (J=-^,z)' 

Пусть теперь £ е Е~'~( О г ^ (Ю ̂ '. 

В этом слзд1ае с1('^1£-}^0 при всех ^ ^Цо,^^^^]) и потоьлу 

Для поля У^ отсюда следует, что все его замкнутые траектории 
- продолжения по параметру траекторий поля • поведение се
паратрис и 1-^2_^£) очевидно, такое же, как при ^€В>^. 
Выясним поведение сепаратрис ¡^2^(1) и 1^,^ (ё) . Ясно, что они 

совпадают, если и только если при некотором У'^^С£]~0^ где 

Из (2.2.17). (2.2.16) и (2.211) следует, что '^'^(пГ^ ̂ ) >о 

при <5̂ (̂ 6?; ^?J lГ̂ (̂ <?;2̂ (̂ £)J. Отсюда и из (2.2.19) получаем по 
индуЕШии, что если при некотором П б Ы функция ' '/̂  
определена в некоторой окрестности точки (У')£) ) £€.(0,^] / 

^еСо^гГ^О) , то 

Ъ^Ы>£)/Ъ£^>.^ , 9/С^.Ю/^^>^- (2.2.38) 
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Лемма 2.2.2. Для любого П 6 N существует С -функция 

Y^^'(Of^)-^(0,S) такая, что для любого е.-еСО, <^) , £^=-

' ̂ /Л ̂ ^1 ̂  ^^вляется единственным решением уравнения 

^J'^l^^^^, e2^(0;¿^¡CG,)], при ЭТОМ//^(^/ПУ^С^,)' 

Доказательство. Если при некотором с /V 
^,¡,_l(¿)€(0,V/é))^ . (2.2.39) 

Т О [^) определена в некоторой 01фестности точки £-
и, вследствие (2.2.38), 

Я t re) > 0 . (2.2.40) 

Для К G Ы обозначим через следующее утвержде
ние: для любого /7=-/;,..;íC существует -^ункпия[0¡^)-^(О 

такая, что для любого £^^{0^^} ^г-'У^у^ (^i) является един
ственные решением уравнения ^^^^^j i^¿)-0 , £-2-^^^ '^i ^^¡"^ У' 

Докажем сначала Фикофуем 6"/̂  L0¡^) к В силу 
(2.2.37), если ^^^^^ > }f\C^l)), то ̂ [о.ОсО , а f ^ , ^ 

Поэтому найдется такое число 
e f e (О, y,(¿/)), что 

^ íe)-Xí^z.¿i^^ "Р"" O-^F^^e,^. (2.2.41) 

Так как при 8^=/^ 1^,) (ё)=^/ ["ТГ^.Ш, ̂ ) I )^(^), 

то для любого найдется такое ^'^^^ {'^^, ̂ I '̂ /̂О ; что 

>0 при £^ ^^г^^У! ^^/) • (2.2.42) 

Пусть £^^С^/УХ^!^' "̂ ^̂  ^¿.€(0^п/^Уя))^ то есть имеем 
(2.2.39) при ^ то имеем и неравенства (2.2.40) при Ц-А.. 



68 

Отсюда и из (2.2.41) и (2.2.42) следует, что уравнение 
(" ^ ̂  —(9 ^ (̂  ' ̂ /^^^0 ? имеет единственное решение 

^г'^'/^^/Ь этом ̂ ^Х'^^С • Тем самым, 5̂(̂'/у̂  доказано. 
Покажем теперь, что Итак, 

пусть справедливо утверждение . Фиксируем 8^€С0,^^). ш 
равенства 

и из (2.2.37) следует, что при П—1<^) ^2'^^/с^^/у^ выполняется 
(2.2.39), а потому и (2.2.40). Но тогда, ввиду (2.2.43) и не
равенства "^^[0, ̂ ) ̂ 0 получаем, что существует такое число 

справедливо включение (2.2.39) при и 

при У , ^ № , ) * е , ^ £ ^ , . (2.2.44) 

Включение (2.2.39) при ¡^-¡(.4^ будет выполняться и для 

) ̂  !кг̂/ 7 ' ̂ "̂̂  ® противном случае уравнение 
^ С£^)£^)-0 имело бы решение ' ̂ "^^ ̂ ^^^( ̂  ) 
в противоречие с Т ^ ^ ) . Но тогда V^^С1£^^1 ) ^^Л/^ 

справедливо неравенство (2.2.40) с /7 = /̂ -̂ / . Отсюда и из 
(2.2.44) и (2.2.42) с Ш-К-!! следует, что уравнение 
Г^^^, ^^1^ ^г)-0 имеет на промежутке С^^^С^р , С^,)) 

единственное решение ^2^-У^^^^(^1)^У^^(^^/) J при этом 
(*) 6 С\ Предположим теперь, что уравнение 

^^ГМ ^Ч^'^т)^'^ ^^^^ решение ^̂ ^̂  ̂  ^ З̂ л ) ' ̂ '^^^ 
в силу (2.2.37) ^ ( ^ ) ̂  ^ , С другой стороны, из 
(2.2.43) и справедливости неравенства (2.2.40) при И - К и 

^2 ̂ У, ̂  ("̂1 ̂  следует существование числа 6 € (̂  £̂ ; '̂'̂/ ̂  >̂  7 
для которого <̂ ^̂  £ - 1 Поэтому для некоторого 
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€^[ё\£) 5* ^ противоречие с ^Ск) . 

Полученное противоречие доказывает, что ^2/^У^^^^^^\] " еданст-
веьшое решение уравнения '^^^^^^^\^^г. \ ; ^г"^^^' У/ (£1)) • 

Тем самым. По индукции получаем справедли
вость для любого /9 £ /Ч/. 

Покажем, что С£ 1) ^ (£\) "Ри с?). Предположим 

противное: при некотором 8^ Уш^^^)"^ ̂ 2 > ^ '^3^/ (̂ /̂) ' 

Р1з (2.2.37) и непрерывности ^ (*> О следует существование 

такого /Г^ /Ч1 и такой окрестности ^ точки 8 = Се^ , € ), что 

Г^б^З-^С? <?^СТ. • (2.2.45) 

При достаточно большом Л точка 8-(£, )У1пС^/}) ̂ О. Выберем 

Г)гК . Тогда из (2.2.37) следует, что ^(в)^ (£) ̂ <9 ̂  

в противоречие с (2.2.45). Таким образом, С ? , ) ^ у^ ( £ , ) ' 

Лемма 2.2.2 доказана. 
Если ^̂ ^̂  (̂ )̂ Ф О , то из (2.2.37) следует, что 

для некоторых /? - 6 /Ч/ (¿ -/,г ) / (^/^), ̂ ) б Г-г/"!/ о) ^ 

^^{Х\о,^)> 3̂ 6 (-г/^, и потому соСС^а))^Х^(^), 

Определим теперь множества ^^ц^ ) Е^у, (1^ ̂  {о^ О ^) так, 
как они описаны в формулрфовке теоремы. Выше мы показали, что 
для в^/З^^ и £€^1^ выполняются утверждения теоремы. Не
трудно убедиться в их справедливости и для £ < £ и £ сЕ^^ 

Рассмотрим случай геВ'^-~{ £<£(0;Л^1 > Г ^ ^ ^ > • 
Тогда с1('1^,£) >(7 для всех и е[о,1/с>и}1 , а. (пХ) £) > 
для всех V € СоI 4/^(6)1 . Поэтому все замкнутые траектории 
поля Хе ~ продолжения по параметру траекторий поля • Как 
и для oiClУX^'))^P^(^)^ Так как Х/''гА/̂ )/̂ ) >гГоСё) у 



70 

ТО, считая "сГ достаточно малым, будем иметь 

Я>;'(ф11Г/0,г),£), е ) е о ) и потому ша1а))-р\а). 

Сепаратрисы (£} и Сё) либо совпадают, либо ведут себя 
так же^ как О^^^О.) и (^) ̂  то есть [и^(ё^))(р^С^)^ 

о((^^.^<^£)]-^~/^У. Сепаратрисы L¡^^^) и 1-.'^СС:) совпадают 

тогда и только тогда, когда при некотором /1 6/̂ ^ (&^) где 

Так как 

то из (2.2.11), (2.2.15), (2.2.1), (2.2.2), (2.2.6) и огра
ниченности аналогично доказательству формулы (2.2.19), 
получаем, что при достаточно малом 
Из этого неравенства и из (2.2.38) ясно, что если функция 
у( [^'> ") определена в некоторой окрестности точки £ , то' 
dJ^(O) ^^J/d^^^-f/b , Отсюда и из оценки (2.2.13) при г1^о^ 
используя (2.2.4), получаем, что если функция ^ (') опре-

делена в некоторой окрестности точки ё , то 

И потому при достаточно малом S 

9^^(&)/де^Ъ0. ,2.2.46) 
Лемма 2.2.3. Если сГ выбрано достаточно малым, то 

V ^ ^Ы. существует С ̂  -функция ' (О ̂ <^ ] (О j^) такая, 

что для любого Si&COfi) ^г'Угн ^^i) является единственным 

решением уравнения C6jj£^) -о , £ L^iyC^,}) ^) j при этом 
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Доказательство. Фиксируем £'1 €{0^^). Будем считать ^ 
столь малым, что 2С^?"^^ <^ . Тогда £ 20^^] '̂'< 
Из (2.2.8), (2.2.9), (2.2.6), (2.2.4) и (2.2.1) получаем 
при 

Поэтому для достаточно малого § 

^^^Се)>0 при £^¿£¿^^5. (2.2.47) 

Поскольку при г^^^^зГв^) 1'гГ/£)=^//б?,€; , /7--н^; 

то \/ <̂  найдется такое число £ ̂  ^ ¿3̂ ^ (^£1 )) 6^) ̂  что 

при у^{ё^)<£^^£^'', (2.2.48) 

Функция определена для всех £ € В'^^ Поэтому и нера
венство (2.2.46) для вьЕтолняется при всех £ ^ И з 
этого неравенства, из (2.2.47) и (2.2.48) для /7-1 получаем, 
что уравнение 1̂ >» ) ̂  > '̂ г (̂ /̂ Ь ишет единствен
ное решение ^^^^7 при этом ̂ ^л;б"б/^/^('?,;го4 
Оставшаяся часть доказательства аналогична доказательству 

леммы 2.2.2. Мы ее опустим. 
Определим теперь множества , ^ ̂  "̂ "̂ ^̂  О N) 

так, как они описаны в формулировке теоремы. Мы показали, что 
при £65^^ •>£^Е^1^ С^6^\) справедливы утверждения 2) - 3) 
теоремы. Очевидно, они справедливы и для 
а также для г еб ,̂ )̂ Х̂ <9 ^ ̂  гев^--'̂  1̂  О^ ("-̂^̂  О) ; 
Е^Еу^ (-^,о]\ Таким образом, утверждения 2) и 3) теоремы 
доказаны. 



72 

Так как у поля нет нетривиальных устойчивых по Пуас
сону траекторий, то при достаточно малом '̂̂  их нет и у поля 

. Утверждение 1) теоремы теперь следует из 2) и 
3). То, что разбиение на множества В1^ ('•^^^"^^^ ) 

является бифуркационной диаграммой, доказывается так же, как 
соответствуквдее утверждение в теореме 1.2.1, 

§ 2.3. Вифуркац^ векаторных полей из 2Г ̂  (гГ)=5'^0. 

Если )С , то - X ^ Л поэтому достаточно изучить 
только бифуркации векторных полей у(- с, ̂  2 6 • 

Пусть ^ У ^ ^ ^ е ^ ~ даухпараметрическое семейство векторных 
полей, проходящее при £ через точку Х^,^ ^""2. 2 ̂  
Контур { о ^ этом случае является с̂- -предельным множеством 
(см. [20] ). Пусть Ь"! (S=iy„,h) - все сепаратрисы седел. 
_ -̂ --̂  о ; а 2;̂  - соответствующие седла. Будем 

считать, что сепаратрисы седел Е̂ - C¿-̂ 2̂-J определены так 
-5- 'г:' 

же, как в § 2.2. Из определения г1_ , следует, что 
1^={,ппУ^^ -̂/, 2Х Поэтому входящая (выходящая) сепарат

риса седла (¿-//2), отличная от /-"̂ -̂ f'̂ ¿̂ ) 
б (̂со)-предельна к особой точке, не совпадающей с Z.^f¿^ (1^=11^) 

или к замкнутой траектории р^- (ру. ), Г^одолжения по пара
метру траекторий 2 -̂ , L^^• , р^. ( с^1,2)Х^ ? ^-^"^^ ̂  ^ 
будем обозначать, соответственно, Х^-Г?) ; 1г: -у р^ (£) ^ 

Далее к ' 2- при и к = 1 при ./<'^2. 

Будем пользоваться обозначениями § 2.2: •> А̂ - ̂ '̂̂  ? 
(^^.('^)^) ^ Кр^"^!^) со следующими изменениями. Пусть 
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теперь /̂ /é).'--V̂ //€ ;под(/;Л)^ ^4^J'>£) 

будем понимать функции, обратные к тем, которые так обознача
лись в § 2.2. Формулы (3.2.2) при этом, очевидно, сохраняются. 
В рассматриваемом случае С/̂ / ("V,£)>0 при 8<^'ё , 

IX € {-У- - Поэтому существуют такие числа О 'CCL^V.'^ и 
окрестность t^CLt: точки <р ~х) , что ог^еделены функции 

Ясно, что функция ̂  о) j'^^.является функцией последова-
ния по а?раекториям поля Y на трансверсали (о,^ ). 

Будем считать, что сепаратрисы i - ^ ^ (^-/^п./П) гронумерованы 

так, что пересекаю)т трансверсаль CO^Qi) (^-h'^) ^ точках 

t l f ( < S ^ , где 

Эта нумерация не зависит от произвола в выборе трансверсалей и 
точек ï}^^i'U.^ics') ' Траектории поля Xç, ; проходящие через точ
ки дуги 'q^^^Cu^^ ̂ -г¿^^_, ) ) , ̂ ^^,.,.>П у б0-предельны 
к одной траектории - узлу или устойчивому циклу. Пусть 
l^/Cf) - ее гфодолжение попараметру 2 , 

Теорема 2.3.1. Пусть iX^^£^^ ~ двухпараметрическое се

мейство векторных полей, трансверсально пересекакщее при Ç = о 

подмногообразие 21Д , . Тогда существуют окрестность Е ̂  

ТОЧКИ 8=^6 , С -координаты (£, jêz,) в ней и числа O^^t^S 

такие, что справедливы следушще утверждения: 
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(А) Бифуркациошюе множество В семейства {Х^^^^^о, 

Епредставляет обьетнеше множеств /1Е°-

(Ы0,„.,6), В^ПЕ° СкН,г- 5=1,.-,г>; т еЫ) (1^с.9), те 

При достаточно больших 1^ и j пересечение 3*^03^ 

непусто (и состоит в этом случае из одной точки) тогда и 

только тогда, когда c-S•^-)^,„^n; или L-i^ ,„,S-/ ; у^пщ. 

(В) Бифуркационная диаграмма семейства )(^ )' ̂ ^^^ представ

ляет разбиение на связные компоненты пересечений В'^ со 

следующими множествами: ^ ^ , ^ ̂ г/с^-/ ̂  ^ ' 

При этом 

1) все особые точки и замкнутые траектории векторного поля 

X ^ ) ) являются продолжением по параметру, соответствен

но, осо^:>[х точек и замкнутых траекторий векторного поля 

за исключением неустойчивой гиперболической замкнутой траек-
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тории Г(Е) при г = (£^, £^)^ где либо е^е(~^^ о) , ̂ , ̂ С-^>У/С£г)} 

либо €^^(.-^,6) , ̂ 2^С'^,Хг(-£<))-

2) асимптотическое поведение сепаратрис поля . отличных от 

С1~'1,2,) и Ьг^ (S=l,,„f))продолжается по параметру <£СВ''^ 

сепаратриса / .^ (В.) [¡^=11 ̂ ) совпадает с сепаратрисой [^^ (&) , 

образуя петлю С£) , при ££ВуР сепаратрисой Е^-р (£) при 

^^5>о^^2.1с-^1 ^ ^г1с-/-Ъ у ^ сепаратрисой (£=•(-,'^ч 1^) при 

£^ и в/^^ со-предельна к р±(В) , при г^£С-^, о) 
т-1 

К С3 •=•iJ , h ] , при С принадлешащх областям в 

сепаратриса 1^^(<^) С^'>1^] (^-предельна к циклу Г(£) ̂  при 

€ (-1 о), 8^€Р^,у/^^1) к {^), при £ (-сГ^ 0)^ 

сепаратриса с^-предельна к циклу Г(£) при 

всех ^ ^ для которых Г(£) существует, к петле при 

гер)^ к р';^а) при е^и <5^^ ^^-лг/, где 

*Р 1̂  С ̂  г5'^ ~~ область в (-£, ограниченная кривыми 

Доказательство теоремы 2.3.1. Как и в доказаа?ельстве тео-
ремз! 2.2.1, мы можем считать, что координаты (£1 I £2,) в ок-
рестности Е '^Е точки £ =0 выбраны так, что 

^К^^/ ^J=^^/C "Р"" ̂ ^^^и^г)^Е\ 1С'-(,г, (2.3.2) 
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В рассматриваемом случае )^^(о)^^ (к-1,2) ; поэтому найдется 
такое число /\ , что при достаточно малом <Г С? 

(£.)<^^ '̂ •̂  "Р^ ^ ^ ( - < ^ ) ^ ) ^ - (2.3.3) 
Считая 11 и У достаточно малыми, из (2.2.2), (2.3.2) и 

(2.3.3) имеем при ЪС еСО,^) , е^С-<^)?)^ 

^^1^«^>е)=е1с, . (2.3.4) 

В силу (2.3.4), при достаточно малом определены функции 

Ввиду (2.3.1) при достаточно малом сГ сепаратрисы 
) S=^'/J...,n^ пересекают дугу )Г^^^{о,и), К^1,1 , 

в точках и^^^ , где (Л^^ &)€С] и^^Ш-и^^ и при г € Ы)^) ] 

Так как и(^^ (*) ̂ С , то уменьшая при необходимости ^ 
можно считать, что существует число ¿2 > О такое, что при 
всех K^i^'Z,•J S = iJ^^^,n, £ ̂  у ̂ ) 

1Эи^^С£)/^е^\ ^ а . (2.3.8) 

Пусть <^^(о, ̂ ) . Далее мы будем уточнять выбор сГ . Из 
работы [20] следует, при достаточно малом £ . существование 
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бифуркационных кривых /̂ -̂ ((=/у,.,б)г описанных в теореме, дан
ное там описание множества тех £ СС^,^ при которых суще
ствует цикл, рождающийся из контура То ^ и неравенства 

, >^ч,^, (2.3.9) 

где 

Доказательство остальных утверждений в. пунктах 2) и 3) 
теоремы для Е ̂ (~^Л)^'^Е~^ Е ̂  не гредставляет сложности. 

Рассмотрим случай £ € £ " ^ (к:^1^г). Сепаратриса Е~1^(^) 
[1^-11 г) совпадает с сепаратрисой В^(^) (S''iJ^/о) тогда и 
только тогда, когда при некотором - о где 

Лемма 2.3.1. Число оР мстю выбрать так, что если при не-

которых ̂ е С ^ ( К-11г)^ уп€М определено ̂ ^СС,&), то 

Доказательство. Из (2.3.4)-(2.3.б) и равенств 

получаем при /-г^.^З^/Г^^-2^7 ^ 2 ^ ^ 5 

де 
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/г Отсюда видно, что при (^,£]в[0,111 ^ 

1 и^>^) ^^1?.(^>^^ ^-=''^^-

Неравенство (2.3.11) теперь следует из (2.3.12) и равенств 

Из (2.3.4)-(2.3.6) имеем гри достаточно малом <Г €Е.^ 

•у 

Отсюда и из равенства (2.3.13) при ^^к^ ^ учитывая положи
тельность ПО индуЕщии получаем неравенство 
(2.3.10). Таким образом, лемма 2.3.1 доказана. 

Из леммы 2.3.1 и неравенства (2.3.8) следует, что /" можно 
считать столь малым, что если при некоторых £€Е^ ^к^1,2 , 

, ^^С^) определено, то 
„ , , (2.3.14) 

Используя (2.3.14) и (2.3.7), аналогично доказательству 
теоремы 2.1.2. получаем, что найдется такое число ^ ̂  Л / , 

что для любых натуральных т^г^о^ £'^,,,,,п^ существует 
(Г^-функция У!^ ' ('^,^!11)--^(01[') со следукщими свойствами: 

(2) если <?^,^(Г , то (Г̂ '̂  ("-С'^^^"^; 
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(3) ^refí7,5;^„,J / ' " d r j ^ y ' T f c ; (здесь^'" ..^y'"^ ), 

(5) при 8р:£^С^^^^^] яв̂ ^̂ яется еданственньм ре-

шением уравнения ^^/;?г)==^ ^ интервале СО) ^ ^^^^У/ 

а при 4 > г е ^ 1 ' , ̂ / с ^ ^ ^ . ^ ^ Г ' М С / ^ " ^ - ' ' ' ^ -

Покажем, что ^шг! — С (^=/,,0/1). Пусть это не так. 
Тогда, в силу свойства (1) функций У либо (1) -Ссп) & „ -
г- )>у] 1-̂  • 1П:^<^ 

^<^6Г^,Я, либо (11) \/т>//Г?о <У^.'<?. в случае (1) обозначим 
^•~(0,§) ; ввиду свойства (2) функций существует по-
последовательность точек £'^-[^1^(г'^),£^), т , 

сходящаяся к £̂  . В случае (11) обозначим ^:~£/2} "¿'•-(0^'^^) 
вследствие свойства (4) функций , последовательность 
точек Е [ (^)) ̂  ) сходится к точке £ . В обоих слу
чаях, поскольку У. тя 

иС[0,11),'^о найдется такое число /\| ̂  что при т 

либо ^'^^С £)'?О , либо ^'^^ С^) не огфеделено. Но тогда 
+ ^ ^ Сг/У1 при £ В ̂  достаточно близких к ^ , в частности при £ = £ 

с достаточно большим /t) , также либо (£) У О либо ) 

не определено, что противоречит свойству (5) функций . 
Таким образом, -О . Аналогично ¿^^=0. 

Выберем теперь такое число П1 ̂  >^ , что < ̂  \/ 17]^гУ^^ 

Покажем, что при /7) >//̂ / ; ^^¿J.^',П 
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Обозначим ^ сс^а)\- '( "^"^(^г^/е), 'г), с) 
Поскольку ^'(')£) (<•-(,г) - возрастание функции, а У^(о,С) = ̂ 1 ̂  

то 

Обозначим е^\-(0^у'^(о))^Ш (2.3.7) и равенств Г̂ "̂  ( " ̂> 
у^'^^р Со,€.)— О последовательно получаем 

(2.3.18) 

Т1(1^"'Ы(^).Ю>^)^^ ^ , ^2.3.19) 2-

^{^(a^it)J^)-0 ^ (2.3.20) 

а^^С^}^0. (2.3.21) 

Вследствие (2.3.19) и (2.3.4) 

± 
Поэтому функция (') определена в окрестности точки . 

Аналогично представлению (2.2.2) функции Ср^(и,ф имеем 
при некоторых О^ JJ. у (О^ гУ У О и достаточно малом <Г 

где 

Отсюда и из (2.2.3) по теореме Уитни о продолжении получаем, 
что функция ( ^ 2 . ' ('Т^) может быть продолжена до С^-функции 
ф('т/, €) / определенной в некоторой окрестности точки 
(^С?,£)е/? v ^ ^ , Л ^ причем 
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(0,г)^^'(0,Г) = О (2-3.22) 

Тогда функция ^ {о.^(^) )£) определена в некоторой окрестнос-
ти точки £ и из (2.3.21) и (2.3.22) по теореме о неявной 
функции получаем, что существует число )̂  > О (которое можно 
выбрать сколь угодно малым) и С -функция ̂  '^'-^\/~^[-\^)^), где 

(2.3.23) 

^<рп(^г^(^п.Се), е)}-£<ро(е,-Г^£г)], (2.3.24) 

Если ]? достаточно мало, то вследствие (2.3.23) функция 
Р(̂ е2̂ ).'= - (/ возрастает на интервале 7у ̂  

р [ ̂ '^ - О ^ потому 
"РИ г^^^;, (2-3.25) 

где обозначено 7 ^ : ((о)'\^) /(о)) . 

уИ 

При <^-(€1 ,£^) , ^^г^^ С£/) в силу (2.3.14) и свойства 

(5) функций тлеем ^^^СВ)О . Поэтому 

Отсюда и из (2.3.25) следует, что при в =Cf^£гh }'^г^-^у 
(Хуу^1^) "^^ и потому 
<$Га^(^), е] .^^^(а^С^),&.). (2.3.26) 

Теперь из (2.3.18)^ (2.3.24) и (2.3.26) получаем, что 

5̂ '̂̂  ('ё.З — (7 при ^-(Р^<^2^ • ^ этого равенства 
и свойства (5) функции следует, что у'^С^-г) -]^С£г.) гри 



82 

' Отсюда И из (2.3.23) и свойства (2) фун1сции 
получаем справедливость равенств (2.3.16). Равенства (2.3.17) 
доказываются аналогично. 

Из (2.3.14). (2.3.15) и свойства (5) функций по 

теореме о неявной функции получаем, что {У^<; ) ̂ /̂Е" ̂  

при £у^^(о,^) (к:=/,г ̂  5'О.м; Л ̂  ̂  ^/П( j , Поэтому криЕье 

^ ^ ̂  ~ П)^, , ,,, могут пересекаться не более чем в 
одной точке. В силу (2.3.16). (2.3.17) и свойств'функций 
эти кривые пересекаются только при С ~S-f•'(),t.,П ̂  J =/г) ши. при 
С ^"1 , ̂ ^ГУ)Ч-1 , 

Выберем ^^^(^1 ^) так, чтобы для точек ('̂ •̂«̂  1 ̂ (^/^уГ^) 

и у 1у^^1^ ̂  соответственно, на и и опреде-

лим множества О ̂  так, как они описаны в формулировке теоре
мы. Справедливость утвержцений (А) теоремы теперь очевидна. 
В пункте 2) утверждений (В) мы доьсазали, что и^^(^^~1-^^^К 

<ЕбН^<^> при некотором Л1^1^ . Доказательства 
оставшихся утверждений пункта 2) не представляет теперь слож
ности. Ш его опустим. Утверждение теоремы о структуре бифур
кационной диаграммы доказывается, как и в теореме 1.2.1. 
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ГЛАВА 3 БИ*УРК2ЩР1И ВЕЖТОРНЫХ ПОЛЕЙ, ИМЕЖЩИХ КОНТУРЫ 
ИЗ СЕПАРАТРИС СЕДЛА И СЕДЛО-УЗЛА 

§ 3.1. Бифуркационное многообразие ^ 
Обозначим через И^^^ множество векторных полей из 

М со следующими свойствами: 1) все особые точки и замкнутые 
траектории гиперболические, за исключением двухкратной особой 
точки 2 ^ типа седло-узел ; 2) сепаратриса седло-узла 2^ 
гфинадлежащая его центральному многообразию, является одновре
менно и сепаратрисой седла 2 ^ ; 3) нет двойных сепаратрис, 
отличных от ; 4) нет нетривиальных устойчивых по Пуассону 
траекторий. Далее ^ ̂  ̂ . 

является С -П0ДШ10Г0-
образием коразмерности два в 

Доказательство. Пусть X €'21'^ . Мы. можем выбрать такую 

С^-карту ( и > и) на М ^ что и[\/)-^(]1^, и ]^ и в 

этой карте 

Для определенности пусть 7̂  ̂  С . 

Пусть и в карте Ы,^Г) Э/к^^-г Х^д/ЭЫ^. 

Обозначим р{_('^ц%,Х)''Х''(^,,'и^ , Ясно, что Е € 

Р-(0^¿?^) =0 (̂ ~̂ ,г|Для векторного поля X из некоторой окрест

ности Хо уравнение Р^(К-( > О )У^]-д имеет решение г^рс/^^ (Г_)С]у 

^и.р^О^С . Пусть (̂ )С/"] такая локальная карта, что замена 
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^ где 

координат и ^ имеет вид 

в координатах ("Ь^п^У^) )С' Р о̂>/̂ 1/у н-Р 

Пусть • ^ 1̂  такая С ̂ функция, что oL(^^ ¡^2) ' ^ 

при Ы^М^^'^^'^)'') ^С^р'1Уг.1^0 при (п/^,^^)4.(-2,г)''. 

Обозначим Рассмотрим векторное 
пале ^ = ( ( ? \ (^^ на . где 

Очевидно, что С С 0̂  о) - С). Производная с/ 6)̂  о) 
естественно отождествляется с матрицей из частных производных 

c = i,.u5 и в данном случае имеет вид 

[ 7^0 О О \ 

О О О у * 

Поэтому где подпространства -
¡^^1^ ̂ 1о\ и l-^-'{^o'J'<l^ инвариантны относительно 

1 
"2-

2, d(^Co,OJo) и спектр ограничения с!(^(Оу0^о) на L^ ̂  В 
состоит, соответственно, из и V . Взяв число Д£, достаточ
но малым, мы можем сделать нелинейную часть поля (в точке 
(С'/О^о) ) и ее частные производные до ^-го порядка сколь 
угодно малыми. Из доказательства теоремы о центральном много
образии [18] тогда следует, что поле 0^ имеет единственное 
инвариантное многообразие вида 

где $€С'"'(1Я-*Ъ,1Я) , \9('^г,Ю1^'1 > 
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2, 
Пусть ^ - окрестность поля принадлежащая множеству 

Ясно, что для ПОЛЯ множество точек из (У с координа
тами ^^•/)'^) . удовлетворякхцими уравнению о/^ - ̂  б'г/1; X^ , 
"̂/г \ i •) является локальньм инвариантным многообразием. При 

Х-)С ^ это центральное многообразие седло-узла . Для поля 
)С^'^ введем локальную карту 09 = {^^^^1/^ (класса С ) 

такую, что замена координат ^ ' имеет вид 

в этой карте Х = 21 ^ и / ^ ; U /г.XJ Э/Э • ^ где (^6^^"^ 

ДЛЯ Г ^ г ; Х ) е ( Г - / / 0 ^ ^ 

Так как - седло-узел поля /о ; \А/у {'^^^(^^ о1\^/у° И'(о]^1^ 

то 

а„:= д'-(аЪ,о,у,)/з•^^ ФО. 

Без ограничения общности можно считать, что (Х^У О . 
По теореме о неявной функции огфестность можно выб

рать столь малой, что для любого У С ^ уравнение 
д а \о, ^ X)/д и/̂  — <9 имеет решение к^'^СХ) такое, 

что w''^J'eC^'^ \AJ'^(У,)^o, |и/ТУ)(<^^. для поля ̂ <:£<^г 
введем теперь такую локальную карту аУ)^(у^^ ̂  ХГ) ' '^'^^ 

замена координат о и/ ' имеет ввд 
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(3.1.1) 

в области -'(/^ ;= {^вХГ 1 \у-(ъ)\^1>, с-^г)^ 0^\)^ 1/г^ 

р ̂ (0, V . . X ; = р Г # г^.^ л х л 1/, ̂  и/ух; , х ) , , 

ЬРЪ,0Л)/Ьу^^0. (3.1.2) 

поскольку дРЧо,0,Х,)/^у, =36г''{0^O^XJ/?ш,=^^гO, 

то, взяв достаточно малыми, будем иметь 

дР'{'1/„%'Ю/зу^<^о при (•^,,у^)е(-1;,);]]ол.з) 

так как Э-'Р'^Со, о,)(^)/2у^^^У^ о,)(^)/^^^^ ^> О , 

Т О можно считать, что 

Ъ Р (о,у^у)()/ду^У0 при (%,Х)^Ш)^'и. (3.1.4) 

Определим теперь (̂ ^ "^-функционал ̂ ^'-'^-^1^ , положив 

^^()i)-pЧo,o,X)=F^(•i(^*()()(3.1.5) 

Пусть И 6 и в карте (^,1/) М-Н^ д/9и, ч- Н ^З/дЦг 

Так как 7Р^{о,0^Хо}/Щ =^ГТ^. °, У. )/><^, =0 (1^1.^), 

и, следовательно, с1 {У^}ф-0 . 

Из (3.1.1)-(3.1.5) следует, что при •^^С)()~£^ поле 
имеет в 1/у единственную особую точку - седло-узел (X)-

—^~^[о) множество 2 : / = C > J • является его цент 
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ральным многообразием, а дуга 
принадлежит его выходящей сепаратрисе ( которую обозначим 

СЮ ) : при ̂ 1 (Х) V поле X I Цс не имеет негипер
болических особых точек. 

Из условий, задающих поле 36^62^^ , как и в аналогичной 
ситуации с седло-узлом в [34], следует, что окрестность 
можно считать столь малой, что все траектории поля ) 
удовлетворяоцие условию ^^(уг^-О ^ сЛ- и СО-предельны либо 
к ()() , либо к гиперболической особой точке, либо к гипер
болической замкнутой траектории; поле _Х- не имеет двойных се
паратрис, за исключением сепаратрисы (Х) > когда она идет в 
седло продолжение по параметру ^ седла -

Для достаточно малых числа Уо и окрестности 
формула 12С"^)'' ̂ -/^ С^/'^) ̂ ) задает (?'^-вложение 

1^-1/ ̂ -2Y^j_-^/vf^ у^<^ ^ трансверсальное полю )(. . Считая 

окрестность ^¿1^ достаточно малой, мы можем, как и в § 1.1 , 

определить С -вложения /7 ' Н, I) -^Н чрансверсальные полю 

У-^И и такие, что (о) С[^^ (X) , где (Х) - продол

жение по параметру Х^'^ сепаратрисы /.̂ ^ седла 2 , а ото

бражение гфинадлежит классу С . Так как 

точки '^у(о)и (ь) принадлежат одной траектории 

поля )(^ , то при достаточно малых 'Ы^ и для любого 
поля Х^'^ определено отображение соответствия по траектори-

Определим б"^*-функционал '• '^-^ (И положив СЯ)'~ 



88 

' У С ̂ ; X") . Линейная независимость 
доказывается так же, как аналогичное утверждение в § 1.1. Яс-

но, что при a^=¿5 а ] = < ? < ^ с , cx)=L''/x). 

поэтому Т.'^.Пи ^^Х^^и I ^1С>() = 0,1 = и2^ и теорею 
3.1.1 доказана. 

Во введении дано определение открытых подшожеств-
[т-/..,.,б) в Х,"^, , которое мы не будем здесь 

повторять. Бифуркации векторных полей ^^^2.,/л (^-^)'"^^) 
рассматриваются в §§ 3.2- 3.4. 

§ 3.2. Бифуркахщи векторных полей с одним двухсторонним 
коигуром из сепара'грис седла и седло-узла 

Рассмотрим векторное поле € ^ С171-1,2). Обозначим 
через С £'"1, п,,^ ) все выходящие сепаратрисы седел поля 
Хб г 09-предельные к седло-узлу 2:̂  . Одной из этих сепаратрис 

О), - СО. ~ _ является , для определенности пусть - и . 

Мы можем пронумеровать сепаратрисы (^=^1 ,,,,^У)) так, чтобы 
и Ь^^^^ {'̂Г̂/,,,,̂/)-/J принадлежали границе одной ячейки 1^^^ 

а сепаратриса '''̂/.̂л̂  принадлежала границе ячейки \С (рис. 12) . 1̂ п р и л а д ь 1̂ ^жси1с1 1'рсш]<ш,е имеки1^ с̂̂ ^ 

Пусть ¿ 1 ^ ^ ' 1^-1)2,) - входящие сепаратрисы седло-узла Е р 
(траектории, принадлежащие границе параболического и гипербо
лического секторов) . Мы можем считать, что ^ и / - ^ ) / 
( 1X^01 ^ ^ о п ^ принадлежат границе одной ячейки ^ ^^п^ ' 

Обозначим через р[$-0,,,,п) особую точку или замкнутую 
траекторию, являк1цукх:я о1 -гфедельньм множеством траекторий 
из ячейки [I^ . Пусть - особая точка или замкнутая тра-

(г). _ 
ектория. являющаяся Сл7-предельным множеством сепаратрисы /-̂ .̂ 
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Для семейства ^ Уе^^ееЕ ' ̂ о^оД^его при £ J=^O через 

точку , обозначим через 2, L^ Cf) (^-"fjo^/O ) ̂  Eii^/j 

^ l y ^ ) бА^-А^)^ ^-ff;/S'-C?,.„,/7J, / ^ / r ^ J _ продолжения по 

параметру <h. , соответственно, траектории ^ | ; ̂  ' '—Oij 

Теорема 3.2.1, Пусть 'fj^^^ç^^ ~ друхпараметрическое се

мейство векторных полей, трансверсально пересекакщее при f= о 

- - ^ -̂ 2.,2,̂f • Тогда в некоторой окрестности Е 
точки £—о существуют С^-координаты С^и^г) и существует 

число <f > О такие, что бифуркационная диаграмма семейства 

{X^ï^eB' > Е^^С-^)^)^, представляет разбиение 5 " 
на множества В/ Cl~Oj,,,)^),Ej СJ-^iу ^s'/< > 

(S = ̂ ,n<,W4^ К-0,1^,„ или ̂ -Шуи^ПуК^О) и Е^^ (рис. 14), где 

Ei^H>0)y(o,^), E^-^(~lo)xC-S,o)^ 

(здесь f,(0,£)~^(-lo), }(£C\ lfC€j^oCs,) ; 

(здесь y^^,^0,S)^l.S^g),^^^€C\ 

E^^-iE€E'l ^SK'^I)^^^^^,,,^^^,)} 
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E^^-^iie(o,^)y(-S,S) I £ ^ < ^ 4 ^ € J > при и 

При этом справедливы следупще утверждения: 

(1) Все особые точки векторного поля 
Xs , f e e " , 

являются продолжением по параметру £ особых точек поля JC^ , 

за исключением рождашщхся из седло-узла 2̂  о ' седло-узла 

'^^(Е) при £€Е^иВ иВ-г ^ гиперболических особых точек: 

седла и устойчивого узла при £^ В2 ^BjUB^. 

(2) Все замкнутые траектории поля JC^ , S^E:^^ являются 

продолжением по параметру £ замкнутых траекторий поля X Q ̂  

за исключением ркщцапщ^хся из контура : двойного цикла (£.) 

при £ С ^устойчивого гиперболического цикла Г] (£) при 

£ € Е-г^ О (О^ lOjS^^ неустойчивого гиперболического цикла 

Г^(^) при £€ 

(3) Асимптотическое поведение всех сепаратрис седел поля 

, за исключением L^^ (S-i^,..)h) и продолжается по 
параметру £GE°> 

Сепаратриса , €^(0^S} У ^ S -ijm-f^ совпадает 

с сепаратрисой ̂ '^L^(£) при £б(_У/в ^ сд-предельна к р'^ CQ) 

^z'^Y(^i') 1 Е4'Х S , и>-предельна к циклу ГC^j при 

г 
Сепаратриса L/^) ; ̂ ^^0,S)^^(-^Л)i ^"^^-^, .~,,Г\^ совпадает 

с сепаратрисой Е^ при ^£R>sv) ^ -предельна к р'^(0 

при ^г^у^^ С£р ) и) -предельна к циклу {£) при ̂ г^У^^ ̂ /Л 

Сепаратриса /_J^ ) ̂  <^^Со^^)\ ^ ,.,̂  /̂^ 0)-предельна 

к седло-узлу при 8^~о и сО-предельна к узлу 2 р^(^^ 
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при £(<о: ^ 

Сепаратриса совпадает с сепаратрисой ¿^ С^) 

^ = 7,,,.,;̂  в случаях, описанных выше и -предельна к двойному 

циклу при Е^Вц , к пушту 
s 

^-Ау.,Г)1-\,щ>^ ^^и^Е^^ г к р^Се), ^=/г),,..,п-1 ^ при е^Е^^^ 

к при ^€В,,ив^ иЕ:^ : к ррра) при есЕ^^ОЩ^ 

к •г^^с)при Е^Вг . 

Для седло-узла Е^С^); ё-^В^ ̂ &^) '^яна входящая сепаратриса 

о1 -предельна к р'о'(^) г другая к р~С^) , а шжодялщя сепарат

риса СО-предельна к ЪдСв) при £^В^ и СО-предельна к р^^^^) 

при £ €8з . 

Для седла Н. одна Быходялщя сепарат

риса o¿ -предельна к р''^ (9) , другая С^-) / одна выхо

дящая сепаратриса СО -предельна к узлу 2̂^̂  ^ ^ другая 

и) -предельна к 2:̂ ,̂  Г£) при £€Е1 / к р?'^ (£) при £^Ег_ и 

совпадает с при £€Вр . 

(4) при £ев, Сс-,,„.,^), ееЗ^^ (s--,^„.^n^.,^кШЩь). 

При £ € Е ^ Cj-i,z,ъ) , £€Е^^^(3^^,,.,,т~1 ^ llC^iu{o]^)/ 

Теорема 3.2.2. Пусть '{У^^ (.(С^ ~ двукпараметрическое се

мейство векторных полей, трансверсально пересекающее при <̂  - с? 
подмногообразие Л1Х^ . Тогда в некоторой окрестности Е^ 

точки 8.:^ о суш^ствувут С -координаты С^1)£^) и существует 

^7 0 такие, что бифуркационная диаграмма семейства 

{ ) Е°-(~^ IЮ^) представляет разбиение Е"^ на 

множества ( с ^ В^- (]= ̂ г), Ь^^ , Е^^ { ̂ -(> 
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К£{о^0(^~ или £-ту..^Г); К=о) и (Р^с. 16), опреде

ленные так же, как в теореме 3.2.1; функции ̂ ^^^ имеют те же 

свойства, что и в теореме 3.2.1, за исключением того, что те-

перь Се,}Т^^/£,)^0 , К^оо (.5^1, 

При этом справедливы следующее утверждения: 

(1) Шеет место утверждение (1) теоремы 3.2.1. 

(2) Все замкнутые траектории поля ) ̂ ^Е^у являются 

продолжением по параметру £ замкнутых траекторий поля Xо ) 

за исключением рождающегося из контура Г^ устойчивого гипер

болического цикла Г1 ('^) при ^ ^(ОI ̂ ) . 

(3) Асимптотическое поведение всех сепаратрис седел поля 

£ , за исключением (Х-/,,„̂ /7уи продолжается по пара

метру 

Сепаратрисы В^Сй.), Е^¡0^4 С-^^ ...^ п^ и ^^(1) 

^ ̂ (0;^)у{-^у^)) 5=/Г}^,,.^/п , имеют такие же сд-предельные мно

жества, как и в теореме 3.2.1. В частности, сепаратриса 

Ьгу)^^)~^1 образует при Е^в^^ петлю 

Сепаратриса Е^ (б), ё€(0,1)хС~^,^)^ П^-!, совпадает 

с сепаратрисой ̂ '^Е^Ся) при В^, . сО-предельна к р\(.^) 

при ̂ 2^0) 0^ -предельна к циклу (0 при 8^?0 , (^-предель

на к петле П СЕ. ) при Е € о ̂  ̂ зЕ^ ' 

Сепаратрисы Ь (^) при Е^и В и е^О В . (^=/,.пМч] 
к-о к -о 

при е^В^^ и ееЕ^о С^'-^^г'^п) при е^Е^^ОЬ^ОЕ^ и 
^^^^о^^1^^\ такие же ^-предельные множества, что 

и в теореме 3.2.1. 

Сепаратрисы седло-узла ̂ ^(Я) ̂  € С иЪ^ и седла ^^Х'^Х 

£ € у б 2 ^ ^ / ( ^ ^ г имеют те же предельные множества, что и в 
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теореме 3.2.1. -

(4) при ееВ; С1-^>2,^]> ^ ^ 4 ^ Cs=.^,.,^Ч;Iг€{om, 
ее(s=/r},.„,h) Х ^ е г ^ . 
при ееЕ^ а=^,г), ееВ,^ (з^^^..,^-!; ^^ЫоЫ) 

Приведем доказательство теоремы 3.2.1. Аналогичное, но бо
лее простое доказательство теоремы 3.2.2 мы опустим. 

Доказательство теоремы 3.2.1. Будем пользоваться обозна
чениями доказательства теоремы 3.1.1. Из работы Ф.Такенса [35] 
следует, что существуют окрестность точки ( {/^ 1/)^ 

окрестность точки 6 =^о и для любого £ ̂  С ̂  -к^эта 
(^С) 'О;^ ) ) 1^) , в которой 

'=ЛС'Х^,ё,]ОС, ̂ /^^1-^ Р(ос^,ё)Э/дэс.г_ (3.2.1) 
где АСо^о)^?,^ , АС',')€С\ РСОС^,^)-РЪ,ЭС^Х^)^ 

при этом отображение ("2:, ё^})-> ЭС^('Е^) принадлежит классу С.'^'^. 
Выберем окрестность столь малой, чтобы были определены 

продолжения по параметру 8 ̂ Е)^ всех гиперболических особых 
точек и замкнутых траекторий поля . К^оме того, мы можем 
считать Е^ выбранной так, что найдется число с/ > С такое, 
что \/£_€.Е}^ Е'^/^1 СX¿(О^).Пусть положительные числа <Х^ 

г.; таковы, что а^гО^-'^^Р(0^ о)/^х^ '^СИ^^ 
^2.'^ ¡7^0^ • Тогда, при достаточно малых с( и Е^ для 

всех 

- Ы ^ ^ACoc^>^)^-^^ ; (32.2) 

a^ ^ Ъ^РСос^, ^а^ . (3^2.3) 

Зададим С-вложения 5 ^ ^ С" о/, с(7"^^ ; ^ ^ ^=Ь^^ 
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ПОЛОЖИВ При достаточно малом ст/ 
вложение (¡^-1)^) трансверсально полю Х̂ р • Из опреде
ления поля Х о ^ ^ Г ь следует, что сепаратрисы 
не являются входящими сепаратрисами седло-узла 2§ и потому 
стремятся к ¿0 , касаясь центрального многообразия ^С^=0 . 

Следовательно, при достаточно малом б/ каждая из них пересе
кает трансверсаль ^ ̂  (-с1 ̂ с1) г причем в едршственной точке 
? О ̂"̂ 5̂ ̂  ' выбранной нумерации сепаратрис L ̂  без огра-
нР1чения общности можно считать, что '^оУi•| "^"^^ С^-^)"') 
Фиксируем теперь (к . Взяв окрестность достаточно малой, 
мы можем считать, что для любого £^Е._^ вложения Ск:=/,г) 

£ , а сепаратрисы L^(¿) {S'=/^...J/^)пересека
ют трансверсаль (-01,61) в точках (т/^Сё-)) , где 

Ч . / ^ ^ ^ - ^ С ^ У $'=^„„,П-/, (3.2.4) 
Обозначим 

Траектории поля , пересекающиеся с̂  Л'^^ -пре
дельны к (5 ̂  (если считать, что с/ было выбрано достаточно 
мальм) . Поэтому окрестность можно. выбрать так^ что траек
тории поля Х^. ) ^ ^ ^ ^ > пересекакщиеся с / 1 ^ ( ^ - ( ^ . " - ^ ^ ) 
-предельны к ^ ' 
При достаточно малой окрестности Е^ для любого ^^В^ 

существует вложение 1^^'Л-!, 1)-^Н ^ трансверсальное полю Хв 

и такое, что ! ^ ^ ( о ) , дуга ^¿(^,1) принадлежит гипер-. 
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болическогй^ сектору седла 2^ Се.) , в границу которого входят 
сепаратрисы ^/С^) и^' L^(B)'^ Е ̂ (^) , а'отображение 
(и(,^)>-^ ̂ ^('^^ принадлежит классу С'^. Теперь окрестность 
и число ^^)>0 можно выбрать так, что при ^ € Е_^ определе
но отображение соответствия по траекториям поля Х^^ : 
Цu)y-^^^^C(f(nJ,Юl у и€СО,^^)^ где (^б.ОеС^'у 

Пусть У^1С^]>(Р ) ̂ ^Сс)^0 - собствекиые значения линеа
ризации поля в точке ; "^з-^^^Х^/Так как 
с^^-'}^^(0)^-/\Х^^^^г то 0^}^{о)^^ и, уменьшая при необхо
димости Е^ , мы можем считать, что найдутся такие числа )\_ 
и /\ , что 

при г ^ Е ^ , (3.2.5) 
Согласно [22] 

где некоторые положительные постоянные.. 
Из определения ячейки /̂ /̂ _/ следует, что К^^^О ̂ 1^Ео1^с1]-

= Лд~^ и при достаточно малом О ^ ц^"^) Е КfyJ_^ • 

Поэтому траектория поля Х̂ ? / начинавшаяся в точке ('^) > 
пересекает . Следовательно, (() Ыу^)У ^(+0, ̂ ) ^0 

и потому 
Так как точки ^^{о] и ^^(о) принадлежат одной траектории 

поля , то, считая и Е ^ достаточно мальми, 
для любого £ в Еу. мы будем иметь отображение по траекториям 
поля У^ : У^^СЦ^Са,^}) , СсеЕу^^и^) , где 
^{'>')ЕС"'^^ Ъ^Е['гА,^}/В(1фО , ̂ рСо,о)=о . Нетрудно 
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видеть, что (в противном случае можно по
строить в окрестности контура Г^ замкнутый путь, обращающий 
ориентацию, в противоречие с тем, что /~У имеет окрестность. 
гомеоморфную кольцу) . 

г. Точки ^ ~ Со) и ( ^^^^^ ^ ^Х^^^ ^ принадле

жат одной траектории поля У £ ; ^ ^ ^ Поэтому 

Трансверсальность семейства^/У^ ̂ £^£7 подшогообразию Ij^^ 

В точке В. —О означает линейную независршость производных 

'( ^ /<о-̂  \g^Q \£~0 "^-^ 

Ввиду (3.2.7) линейно независимы и производные с)Р(о,о)/д^ 
и ^LpfOjO)/d£, . 1^оме novo PCOjO)^R^f0,0Q^ 0о,о)=О-

Поэтому существует охфестность Е^С^-х и С -координаты 
( ̂ /^^г) X^¿1 C^'l/^-) в ней такие, что при £€В^ 

РС0,€.)=.^1^ Ц^СО,£)^£^. (3.2.8) 

Из равенств р(0,0) = 0 , ^PCo,o)/}sC^^dРЪ,оУ^]^у^^О 

и неравенства (3.2.3) получаем при ^)^'B^^jo/J^^ 

£i^ej~ha^xl ^ Р(^^,£)^ e^-hQ^Jc^ , (3.2.9) 

Из (3.2.1) и (3.2.9) следует, что 

при £G( 0,£^)^ определено отображение 
дутм '^^Pdc/] в дугу ̂ ^ро1 fcl) по траекториям 
поля ставящее в соответствие точке 
точ1<у \lCq(^)^) где о[ё)^ехЬ fAC£i^:lolz 

(3.2.10) 
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Обозначш1 |^^:^2dJГ/fd^J К2}—<^2Х/^^г.' (3.2.2) й 
(3.2.9) видно, ча?о можно выбрать столь малое ^. (О, г что 

0^ е^^С-кХ(^\)^(^(^^)^ ^Ур(~^^/^^)- (3.2.11) 

Ввиду равенства 
с1 

(2 ̂ -гладкости функций /4 и Р и оценки (3.2.9) найдется 

такая постоянная L > О , что при достаточно малом <5 
-г 

в| ^^^) С'-'!)'^) ' Используя (3.2.11) и уменьшая 

при необходимости <Г , будем иметь 

к ' ( г ) и а ' ^ ' С е ) , е ^ Г о , ^ ) / ^ ^ , ^ ) , с=/,г. 0.2.12) 

Из (3.2.11) и (3.2.12) следует, что Функцию <̂ (̂ ) можно 
продолжить до С ̂ -функции, заданной на ^ положив 
({(О.^'-О при ë^^0, 

При достаточно малом <Г определена функция 

При ЕССО,^)Ур^,^) функция у.С',£) является функцией по-
следования на дуге ̂ ^Со^) . Продолжим до непрерывной 
функции JPCгl',¿)^ (У,Е.)€\:.0,'и_^)%(-^^^р^ положив 
^Ц^(С1(&}1Г^(В)) е) . Введем также функцию с1 ̂ '^^£)'=У{%£)-и: 

В силу равенств '^[о,£.)\^^^'^<^С0^^)=^£2. и 

^ Ч'О ^1 ^ [1 при 

мы можем сделать в некоторой окрестности точки €^0 
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(3.2.13) 

замену координат 

' ' ' - (, ̂ (о,£) при е^у.о . 
Используя для новых координат [ ) ) старые обозначения 

)^г) и при необходимости уменьшая / , будем иметь 

с1(0,^)-ХС0,^)^9^ при £€(0,^)хР^,Ю. • 

Ч ^ ( о , £ ) - е ^ при е ^ ( - ^ . О У С ^ У Ю , 

а также по-гфежнему (3.2.9)-(3.2.12) и равенства 

Ч'(о,о)^Э(/у{о,о)/?е(=о, Э(р^о,о)/Э€^=^ . (3.2.14) 

Из (3.2.2). (3.2.3) и равенств P{бJ¿) = £f^ ЭрСо,д)Ах^—0 
следует, что при достаточно малом справедливы следуЕоцие 
утверждения: 
(A) Поле имеет щм £ С^О^У-PS|'^) единственную особую 
точку 2-^С&) —^^'(^О) (типа седло-узел), рождаоцуюся из седло-
узла 2 ^ ; при этом дуги :г^Х<?; (и(')х̂ 0| и Х'^ ро/, 0)^ { О} 
принадлежат входящим сепаратрисам, а дуга Х.^1о^'^СО/с1]~ 

выхоящей сепаратрисе точки 
(B) Поле имеет при €^р^)0)Хр^, ^) две особые точки, 
рождающиеся из седло-узла 2 ^ седло 2̂ ^̂  

и узел ^ о Х ^ ) " ^ £ '^^/^'^^>^Х 
РСХ'(^))^) = 0, 1^1,2 ̂  при этом дуги х'^СО^сР^^^х'С^)} и 
Х^ ро(,0) )С {^Х^(^)]; принадлежат входящим сепаратрисам седла, 
а дуги ОС'дЫ-^Сх^С^ ^^'(^)) и э4{0'^у(хк^)^) принадлежат 
выходящим сепаратрисам седла. 

Поле при ^ € £) I ̂ ) не имеет особых точек, рож-
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дающихся из седло-узла lL ̂  . 

Тем самым, утверждения пункта (1) теоремы доказаны. 
Из (3.2.5), (3.2.6), (3.2.13), (3.2.14), непрерывности 

функций ; Ц^^у^ I ̂^̂ ^ 2 ) 9 с ^-гладкости функций 
)^^(*) ^ положительности/^^) и дЦ^(0,())/с)Ц следует, 

что взяв числа с? и '1л^С0^Ъ(^) достаточно мальми будем 

иметь при (г/, е)€.(0,'й))с (~^,Р)^ 

г2.^с^(1^(£)и ^ус^.е; <^^^с^с1^(^)и , (3.2.15) 

где ^1 и некоторые положительные постоянные, 

Ы,£)<0 (3.2.17) 

Фиксируем И . Ввиду (3.2.14) для всех 1/€[г<^, с1] 
Ц^СС^С^)'^) 0)'^0 Поэтому при достаточно малом (Г 

и, следовательно, 

с\{^,^)^'^/г , е£С-^,£^. (3.2.20) 

Р1з (3.2.13) и (3.2.20), считая сГ достаточно мальм, имеем 

сЦ^у^)<^ С^СО.О,') , П^. (3.2.21) 

Вследствие (3.2.16), (3.2.5) и (3.2.11) 

д^^^-^О.г)^^ оо при <ебГ0,/)хГ-/,<Г). (3.2.22) 

Используя (3.2.17), (3.2.20) - (3.2.22), получаем, что для лю
бого 2^(0^^)уг(-^^ф существует единственное число рСО^(о^ 1л) 
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такое, что 
^^г(/^(г)у^)<0. (3.2.23) 

Из (3.2.23) по теореме о неявной функции следует, что 1Л(*)€С[ 
В силу (3.2.23), (3.2.16) и-(3.2.5) 

OCJJ.C^)^T)lCf(^)У^^^'''\ ^€(0,^)^Ш)^ (3.2.24) 

где Т) - некоторая положительная постоянная. 

Лемма 3.2.1. При достаточно малом сГ оущесспвует 
С ''-функция X ' ̂  ̂ )^)~^ (~^)0) такая, что ̂ (^/) -0{Р,) и для любого 

5<^Г) С1(/1С£);£)^3<^П . (3.2.25) 

Доказательство. 1/1з (3.2.18) и (3.2.23) имеем при достаточ

но малом <Г 

с1(/Л(^))'^) > О для £е(0,^)х(-^у£). (3.2.26) 

Из (3.2.5) и (3.2.15) 

откуда в силу оценок (3.2.24) и (3.2.11) следует, что при 

достаточно малом 

для е^^-^-! ) Е.^СО,^-) (3.2.27) 

Ввиду [3.2.23) (Цр(&) ,^)^^ (0,0.). Отсюда и из (3.2.13) полу
чаем, что 

сЦ/ХС£.) ̂ £)>0 при £ е(0,^))с1о^ ' (3.2.28) 

Теперь утверждение леммы следует из (3.2.26)-(3.2.28). 
Аналогично (3.2.20) доказывается, что 
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Определим теперь множества б^- С ̂  '^^ '"^^)у ^'=-/^2^3^ 
так, как они описаны в формулировке теоремы. Из (3.2.13), 
(3.2.23), (3.2.25) и (3.2.29) получаем следующие утверждения: 

1) При ge{D,S)y(~S,S),e2.<^(^¡) \/и€(о,йЗ с1('и,г)<0. 
или равносильно у^('и,^)<ПА. . Поэтому векторное полёХ^^ не 
имеет замкнутых траекторий, рождающихся из контура Г\ , 

2) При ббВ^^ функция о/[')ё-) имеет на^О^ЪсЗ единст
венный (двукратный) нуль 'и^(^)=уи.СЕ) ( 1Л1Св.)-^0 .при О ). 

Соответственно, векторное поле Хг имеет единственную замкну
тую траекторию, рождакщуюся из контура - двойной цикл Гf (^) • 

3) При Е^Е^ Функция о / и м е е т на С^^Ъц] два нуля 

а^1^)~^0 при ¿—^0^ Соответственно, поле имеет ровно 
две замкнутые траектории, рождакхциеся из - устойчивую ги
перболическую и неустойчивую гиперболическую Г^^^) • 

4) При Ее(О,^))с10,^) с1['>^) имеет на О ̂  гб ] 
единственный нуль и^Е) с!^^ С^)^^) <0^'и^(^1-^0при г^О. 

Соответственно, поле имеет единственную замкнутую траек
торию (устойчивую гиперболическую) , рождающуюся из . 

Если ^ достаточно мало, то, в силу утверждений (А) и 
(В), поле € €р£, О^У^р^у^ )у не имеет замкнутых траекто
рий, рожцаюо^ихся из (£) -

Таким образом, утверждения пункта (2) теоремы доказаны. 
Обозначим 

'̂̂  (3.2.30) 
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Мы можем считать., что числа 16 и ^ были выбраны столь малы
ми, что при траектории поля , пересекающие 
дугу 1[^(-гЬ,0} г Сл)-предельны, к р^(€-) . Отсюда и из (3.2.19) 

следует, что при 

LlCt)= ЦС^)<^>Зк:е{о^ОЫ ^^^С£)=0, (3.2.31) 

ввиду равенств (3.2.14) S'^^¿0):^d^^^[0)/9a.^^D, 

\/0)ХЭё^=^. (3.2.32) 

Отсюда по теореме о неявной функции следует, что если ^ 

считать достаточно малым, то для любых S=i,,,,j^ ) Е€.[-^^^) 

У СВ,]^0 в силу (3.2.32) и непрерывности г. Ofno о о 
мы можем также считать, что при ЕGC'SJ^)^ 

Из (3.2.4) и из возрастания ^¿'^ ̂ ) получаем, что 

^^^^/£)<.Г^/£), £e(0,íW.S), s=í,...,h. (3.2.35) 

Отсюда и из (3.2.33) следуют неравенства 

Из (3.2.16) и (3.2.18) получаем 

1^-Ы,г.)>о, ^jUE)>O (i^eN), ,3.2.37) 
если определено значение 
в силу (3.2.30), (3.2.34) и (3.2.37) 

C¿}/3é-¿ >С} , S^i,,..;A? , /С:£А(, (3.2.38) 
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если значеш1е ^^^Г^) ^ г€(0^^)У(-^Л), определено. 
Ввиду (3.2.4) и непрерывности функций • 1/̂  (') найдется 

такое число 1^0/ что о 

%(г)-7Г^а)>ба •> ^-^,...,/^-/. (3.2.39) 

Ш (3.2.6), (3.2.5) и (3.2.39) следует, что ^ и ^ можно 

считать столь малыми, что 
ну 

пусть£ч,,.,т. еН^ре^)е(о^^)уЫ^Х ^ь^^Х^^д ̂  ^1^^) 

["И(Щ >уиС^)) ~ функции <Ц*)^) г определенный выше в 

пунктах 2)-4). Из (3.2.40) и возрастания (/̂ Л/̂  вьп?екает, что 

Отсюда и из (3.2.19) получаем, что ^^^С^)€(ЦС<к),^с), 1Ь тогда 

(3.2.41) 

Из (3.2.41) при Е-(^^ ^^Сё:,)) следует, что для любых C,6(^^J^)J 
КеЬ^ найдется такое число ̂ -\)1^^^к) , что при всех S'i^,,,,|n-¡ 

Из неравенства ^ ^ ( ^ g ^ , j / ^ ^ / ^ J ^ а'̂ Се̂ ^̂ <Г<&̂ ;)>{7 и из (3.2.33) 

имеем 
У^^^£/)< ^^^/^ , ^/66^);?), б-г/,,.,,/??-/ . (3.2.43) 

Используя (3.2.33), (3.2.36), (3.2.38), (3.2.42) и (3.2.43), 
аналогично доказательствам лемм 1.2.2 и 2.2.2 получаем, что 

при е€Со,д]у^С~^,^)) £^±,.„,т~1 , кеЫи{о!г 
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где функции-^ ' (о,^)-^(-^, 0^ имеют свойства, описанные 
в формулировке теоремы. 

Теперь мы можем определить множества В^^) (S=^J...т-!^ 
)Сй{0^и (Ч1 ) "̂ ^̂ ^ они описаны в формулировке теоремы. 

(~ 
Рассмотрим поведение сепаратрис Е(^) , ^'^С("^Л)-

1. пусть5=^,...,т-^-£^с:е/;^^,£^<^ус'^,;.при£бСУ-5,^ 

' /с-о '^'^ 

в силу (3.2.44) и (3.2.19), ЬС^). Три 6$ О Вп, 

из (3.2.44), (3.2.19) и неравенства ^^"2^^ 2^ ; ЪС£[0,гс2у 
следует, что г^и некотором К б ^ ^ С^)^С~ЪО, 0^ и потому 

2. Пусть $^4,,„^П)-1; ^^С^и^г))^^^^Х^^1)' (3.2.41) 

3. Пусть «̂ -/??̂ ...;/7. Если в в З у ^ то, в силу (3.2.33) и 
(3.2.31), Г/£)-''!^.| (Га;. Если £.Г^,^е^^?^>^//е^; то, 
ввиду (3.2.33), ^^^(е)€С0,й). Вследствие (3.2.36) > 

'^Хто^^'^~^' этом случае является единственной, 
причем устойчивой, неподвижной точкой функции последования 
^ 6 ; и потому ^̂ <̂Г&} = / Т ^ / ё ) ; ̂ ) f , то есть 
бО(ГС:а])-Г^ Если г^<^/^/£,; то, в силу (3.2.33) и 
(3.2.19), о; и потому ^^Ps^^^)"Pi ' 

Рассмотрим поведение сепаратрисы ^'^{Х^(^) ; ̂ -̂ (̂ ,̂<ГJ>̂ (лГ,̂ j. 
в тех случаях, когда она не совпадает с одной из сепаратрис 
ХР^СЕ)' Если ££^3 , то ^Ы,^)<0 при ие£0,г{^а)) и пото
му г̂ б̂е̂  при /г-'-оо. Для сепаратрисы '̂/̂ ^ это 
означает, что она о1 -гредельна к циклу Г^^^) • Аналогично по
лучаем, что при В'^Вц сепаратриса ̂  Р^{й) о1 -предельна к 
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двойному циклу F^(^) . Пусть <£€Egj^; £=i^,„,m~l ; ^€{0^иЫ 
или S-m,,..,r^-l; К^О. Тогда ̂ ^^(&) >0 и ̂ ^^^/^)^0 при 
Sfm-^ t C¿)'^0 при Поэтому существует такое 

^ е С о Г ^ С в ) ; 'iJTr^;) ̂  4TojC''((¡)[(f[g)^^¿)^g)^0 , то есть 

сепаратриса ̂ '^L^í^) пересекает дугу/Í^ и потому o¿ -предельна 

к Д^тО . При ге^^^ ^^('é>(^/'^/'¿;i^¿^¿Xfj^c7 ; поэтому 

^"^[0,^) > ^C^)^iC^);> ТО ^оть ̂ 'Z.̂ /'éj пересекает дугу 

^^(~cJ,cl) в точке ^V'2¿X ^>ЯСё)г^Се) . Из (3.2.2) и 

(3.2.9) тогда следует, что ̂ '̂ /_̂ Cí) пересекается с и пото

му Точно так же получаем, что при £ € 

L j iP) пересекается с и потому 
Если S достаточно мало, то описанное в теореме поведение 

сепаратрис t~Сд), S ^ , , íe(-lo3 У (SS) . 

и сепаратрис седло-узла 2:^^^); и седла В.^ 
^ ^(-^1 ó) у: (~S/S); очевидно следует из утверждений (А) и (В), 
оценки (3.2.2) для Al^C;^)^) и (3.2.13). 

Таким образом, доказаны утверяэдения пункта (3) теоремы. 
Утверждения пункта (4) теоремы и описание бифуркационной диа
граммы теперь легко следует из утверждений (1) - (3) . 

Теорема 3.2.1 доказана. 

§ 3.3. Бифуркахфш векторных полей с одним односторонним 

контуром из сепаратрис седла и седло-узла 

Для векторного поля Хп^^о х С'^-^)^) используем обозна-
чения § 3.2, но пронумеруем сепаратрисы L-^^ (s-í^,.,ñ) в обратном 
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порядке, так чтобы сепаратриса принадлежала границе 
ячейки (рис. 13). 

Теорема 3.3.1. Пусть "[У^^^^^^ ~ двухпараметрическое се

мейство векторных полей, трансверсально пересекающее при 

£,:=-() подмногообразие 2_, ^ « . Тогда в некоторой окрестности 

ТОЧКИ ^ = 0 существуют -координаты С£цё.2,) и сущест

вует число ̂ >0 такие, что бифуркационная диаграмма семейства 

E^(-SS) } представляет разбиение Е на множества 

(здесь ^:(0,^)-^{0,/) , ¡feC', /^/^ё,) = 0Сё,)) 

(здесь • :(0,^}^С0,&) J У^^еС\ 

L V i ^ ^ e " / 

Е.^Цй)^ (о,£) , Е^ ̂ Н, о) X и, о), 

'/по 
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При ЭТОМ справедливы следующие утверждения: 

(1) Выполняется утверждение (1) теоремы 3.2.1. 

(2) Все замкнутые траектории поля > ё^Е°^ являются 

продолжением по параметру Е замкнутых траекторий поля Хо , 

за исключением рождающихся из контура Г/ одностороннего не

устойчивого гиперболического цикла Г^(Е) при Е^Е^ , одно

стороннего неустойчивого двойного цикла ЕХ^) при <£€/6^ , 
одностороннего устойчивого гиперболического цикла 1Х^) при 

у двухстороннего неустойчивого 

гиперболического цикла Е^^ (0 при £ € Е^ (циклы Е^ (^) гомо

топны Ц г циклы Е^_^[^) гомотопны ) . 

(3) Асимптотическое поведение всех сепаратрис седел поля 

, за исключением продолжается по 

параметру €^В^. 

Сепаратриса Е^^Р) ) Е^СОХ)^(~'^>^)-у ^^~Е совпадает 

с сепаратрисой ̂ '^Ь^ (^) три ££3. Ов^, , сО-предельна к р'!(д) 

при ^2.^)(^^ ̂ ^Р> ¿ ^ ¿ 7 ^ /̂̂  ' а)-предельна к циклу Е^ С^) 

Сепаратриса с̂ /- Е^ (бу при €^о^^ образует одно

стороннюю петлю, гомотопную , при £^3^^ образует двухсто-

роннюю петлю, гомотопную / ̂  , при Е^'^СЕ^ )^ Е^^^Х" ^^/) 

и)-предельна к р^(й) , при <?2.>̂ у̂ (2/̂  и)-предельна к ЕХ^)-

Сепаратриса Е^(Е) ̂ £еСоХ}у Е^,О^ Х =ГГ)-^1, ) совпадает 

с сепаратрисой ''/.^ 1д) при Е)^^ , од-предельна к ^^'^ (й) при 

^г^^ХО^^^^^ сО-лредальна к при Yso^'^^'^' 
Сепаратриса Е^С"^)) , ; при £^{ОЬУЕ^Л) ^-предельна 

Здесь и далее речь идет о свободной гомотопии в окрестности 
контура гомеоморфной листу Мебиуса, 



108 

К седло-узлу 2а (£.) , при Е € (-^уО))^(~^Х) (^0-предельна к 

узлу 

Сепаратриса^'^Е^(^)J Е^Е^^ совпадает с сепаратрисой 

ЕР^)) £^i,<^,)П , В случаях, описанных выше, -предельна к 

Р/(г)^ s^/r),,.n^-f; Е^Е^^ г к р^С^), „^тЧ, при 

8 с Е^^и* б., , к седлу ^^^С0 три Е^В^ , к циклу 

[-^ при г€Е-^ив^ , к циклу [^^{<^)при Е^Ец. , 

Аси1штотическое поведение сепаратрис седло-узла ^^С<^)) 
ей{о^УЕ-^,^)^ ^ седла 2:̂ / )̂̂  2^Е^Х)уЕ^,• такое же, как 

в случае Х^^<^^ | (теорема 3.2.1) . 

(4) При сев^ СЕЕ'ч^). EGЬ^^(s=i,„.,h),й^Ь^^(^-Ч„.,n))(^Z^^^ 

при E^EJ С^ч,..,ц) ,геЕ^^ (^-^.•и^),ЕеЕ^и''0,..,т-1))(^Т\ 

Теорема 3.3.2, Пусть / ]°£ ~ двухпараметрическое се-. 

мейство векторных полей, трансверсально пересекающее при Е^о 

подмногообразие . Тогда существуют С'^-координаты 

(£цЕг.) в окрестности точки Е =^ и число Г >о такие, что 

бифуркационная диаграмма семейства '[Х^ ^£еЕ° > ̂ '^'^~<f'^fX 
представляет разбиение Е на множества ('(--0^,,,^%)^ 

(5-^,.,., yBJ г) ̂  (S-iy..,^~i),Е^^ {1=0„..т1 определяемые 

также, как в теореме 3.3.1. за исключением Е^^^ ^^Е / 

При этом справедливы следуюпще утверщ1,ения: 

(1) Выполняется утверждение (1) теоремы 3.2.1. 

(2) Все замкнутые траектории поля Х̂ , ) '^^^^ являются 

продолжением по параметру замкнутых траекторий поля Хо / «̂э 
исключением рождающегося из контура Е-1 одностороннего устой-
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щ^свого гиперболического цикла Г*^(Е)у Е^(0^£) , гомотопного Р(. 
(3) Выполняются утверждения (3) теоремы 3.3.1 со следую-

пщт изменениями: а) сепаратриса Е^^Е}= Е| (^) грм 

^€.\Ь^г]0 образует одностороннюю петлю, гомотопную , при 

-предельна к циклу , при 

00 -предельна к p'f{sJ/б) в описании <^ -предельного множества 

сепаратрисы надо опустить случаи Е ̂  В^^ЕЕ^ 0£г/. 

(4) При £€3^ (Е1,2,г) ,ЕеЕ^^С8^ь..,п), е£В^^ 

($-1,...>т-1) Х^^^]. при £€Е^ОЕ^,&€Е^^, ё€В^^ Х^вИ"^ 

Ш ограничимся доказательством теоремы 3.3.1. 
Доказательство теоремы 3.3.1. Точно так же, как в дока

зательстве теоремы 3.2.1. определим функции П/^ , удовлетво
ряюще (3.2.4), функции Ч^)'У') ^ ^ выберем координаты 

I ̂ г) ' При выбранной здесь нумерации сепаратрис Е^ Ск) мы. 

будем иметь Цо) ^0 . Из односторонности тогда следует, 

что 1^^^:) Ввиду (3.2.5) 

найдутся такие положительные числа С^ и , что 

-^:^^г(о)ч^!^со,о)^-с1; (3.3.1) 

i'Ce^/C^)X > о . (3.3.2) 
Взяв 4 и 1М£С0,^Х) достаточно малыми, из (3.2.5), 

(3.2.6), (3.2.12)-(3.2.14), (3.3.1), из непрерывности функций 

^^i> '/^ ' "^и^ ' ̂ 1 ' К'^ ^ С^-гладкости функщй ЛЕ^ 
^) ) ̂  будем иметь при 

^г-Ч'^'Е £р-у,&}^е^-с.,(1Е , (3.3.3) 

-с^(^^}^Е^£^Е'^'^>--с,я-^Е'' (3.3.4) 
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^Х',е)^^ 1-0^(1^''''- (3-3.6) 

где определены выше, и некоторые поло
жительные постоянные, и для краткости обозначено }\--'/\{<Ё)^ 

Как и в § 3.2, будем считать, что при выбранном сГ выпол
няется неравенство (3.2.20). 

Утверждение (1) теоремы очевидно. При доказательстве ут
верждений (2) теоремы мы будем следовать схеме доказательства 
аналогичных утверждений в теореме 1.3.1. 

Из (3.3.3), (3.3.4) и (3.3.20) следует, что для любого 
в существует единственное 'иХ^)ССо,^) такое, что 

"иоШ^^ЫоСО.е.)) (3.3.8) 

при этом и^(')^С и 

иоС^)<г^, (3.3.9) 

Лемма 3.3.1. Дри достаточно малом ^ существует такая 

С^-фунющя 1(0,^)^(0,^),^Се,}=оС£,) г что при ЕеГ^Х)^ 

Е^п[/^(^,^е),а)-^^]=:^^п[е^-^у{е,)]. (3.3.10) 

Доказательство. Если. «Г выбрано достаточно малым, то из 
равенств <^{о) г::^ (о) Со)~0 и очевидного неравенства 

(^[Ь)>0 , £ ̂  СО; ̂ ) ̂  , по теореме о неявной функции полу-
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,2-чаем, что при £ 6 (0J^)^^ /Л £(0,\) 

где ^JuXO,^}-'(0,Ю> ̂ м^^'^ ^^С+Ь)=^^Е0)=0, 
Покажем, что если ^ достаточно мало, то 

'1^^^'^[г(оС0,^)^ о (3.3.12), 

при £^£(0,^) ̂  Е^С£,]^8^^§. 

Вследствие (3.3.3), (3.3.8), (3.3.9), (3.3.11) и (3.2.5) 

при рассматриваемьлх £ имеем И по
тому и^С^)'>^С1С<е.)/z^ если считать сГ достаточно мальм. Но 
тогда из (3.3.4), (3.3.13), (3.2.5) и (3.2.11) получаем 

/ Ш \ 

п 

а потому и неравенство (3.3.12) при достаточно малом с . 
Вследствие (3.3.4), (3.2.5) и (3.2.11) 

у.[(^,(^)>£)^-с,Х£}'^ е^^С~1^,/Ег^). 

и потому 

£огг} ̂ (^{г//е),г) = -<х^ ̂  ( з . з . 1 3 ) 

Покажем, что при достаточно малом 
7^ / 

^ е)>0 ^ (3.3.14) 

если £1^Г0,Е) ) 0^£¿^SXar). 

Из равенства (3.3.11) и из (3.3.9) гри рассматриваемых £ 
следует неравенство 

ио(^}<^С£) . (3.3.15) 
Из равенства 
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и оценок (3.3.4)-(3.3.7), (3.3.15), (3.2.5) и (3.2.11), обо
значив для враткости )\(й-]=^' X ; ̂ (^) — ' ̂  ) Ъ(о(^)^' 1^-0^ 

имеем при достаточно малом <̂  и 

У, г ^ ; Ч ^ С^-/2Г^-^г^^)-е^ ̂ •^рС''^игС1)) >о. 
Тем самым, неравенство (3.3.14) доказано. Утверждение леммы 
3.3.1 теперь следует из (3.3.12)-(3.3.14). 

Обозначим Е_'={£^С0,^)^1 У(гс^в) <^0¡f ^ В сш1у(3.3.3) 

и (3.3.4) для любого существует единственное 

число такое, что 

]((йа);&)^0 (3.3.16) 

при Э Т О М "Ьь]^^ с ^ 

ШСгг(^)Х'%^(^)б Шс^Я^^Х'^'^ <з-3-") 

Обозначим СЕи) , есш. £еЕ__ , сС если Е€Е_^ . 

Для любого ЕЕСО^^) на отрезке [О, 1(^(^)2 определена функция 

Лемма 3.3.2. При достаточно малом / определена С^-функ-
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Доказательство. Для £&Е^ положим О(^)1 - ̂ (^)/в2.' 

Из (3.3.3) и (3.3.11) следует, что при достаточно малом 
[^/.^ь)бЕ_ ' ̂ сли £^eCOJQ) ̂ О^^^'^З^С^^)' Фиксируем такое . 
Из (3.3.17), (3.2.11), (3.3.11) и (3.2.5) имеем при е^В^ 

где если иО^С^^^^ геслиС^<^^. 
и потому при достаточно малом сГ 

9С£)<0у если Я^вЕ^ , ̂ ^>^'>Ju^^)' (3.3.19) 

Из (3.3.17). (3.3.5) и (3.2.11) также получаем 
^йп) 0-(в)-±, (3.3.20) 

Для краткости пусть —'А , ̂ Сд)~'^^ , С(^^)^'^-
Из (3.3.4), (3.3.б), (3.3.17), (3.2.5), (3.2.11) и (3.3.2), 

считая (1 достаточно малым, получаем для £€Е— 

Так как /''̂^ <С? , а 

= ( ^ Х ( % Ф ?г 71 ^))МЕи ^) , 
ТО 

9^СЕ)<0 при £СЕ^ . (3.3.21) 
Из (3.3.19)-(3.3.21) вытекает, что 
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/^^.'№]-^^^.^>)Хт^^^^ ^./^/^^^^^/ХО^^да получаем, 
аналогично соответствующему рассуждению в доказательстве леммы 
1.3.2, равенство (3.3.18) при Е^Е- • При £.^Е- оно оче
видно. Лемма 3.3.2 доказана. 

//// 

Из вьражения (1.3.35) для (̂ $̂ и оценок (3 .3 .4) , (3.3.5) 

и (3.2.5) получаем 

- 3 Гс,^) V/ -А ] V " V '[с,с1Х)Ь-х) (2~к) -'а ̂  = 

где обозначено тТ": -'^{к, ч)^ 

Угловые миноры формы 0^ ' Zi^-Z-Л>c9 ) ̂ 2 . " ^ Р(7^); 

в силу условия (3.3.2) и неравенства О ̂  

Поэтому (?^V^^y'J>o' при ^>0,)^><Р и, следовательно^ 

Из (3 .3 .4 ) , (3.3.35) и (1.3.33), (1.3.34) получаем 

^ о1^^С-^о^е)=--хо , г€Со,^]^. ( з . з . 2 3 ) 

Так же, как в лемме 1 .3.3. доказывается, что при всех 

Определим теперь множества /̂ -̂ {С-(Р^,.у^) (^-'^/•••^)/ 
так, как они описаны в формулировке теоремы. Из (3 .3 .10) , 

(3.3.18), (3.3.22) и (3.3.23) следуют утверждения (2) теоремы 
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3.3.1 при £ ^СОJi)>'(-S,^) аналогично соответствующим утвержде
ниям теоремы 1.3.1. При £ €:C-S,0}y•(-^,2) они очевидны, как и в 
§ 3.2. 
^ Докажем утверждения (3) теоремы. Как и в доказательстве 
теоремы 3.2.1 огределим функции ^ равенством (3.2.30) .. 
Как и там будем теть формулы (3.2.31) - (3.2.36) и (3.2.39). В 
силу (3.2.33), (3.2.36) и равенства Уть^^>^~^- ^S0^^)^^ 

для S=dJ,.,tr|. Поэтому определены значения ̂  С£.)^Ее(0Х}X'^^^">'^~^' 

Покажем, что при достаточно малом £ 

Ш/де.>0 £€(0;^"-^ ̂ =Л,..^^л1-1 . (3.3.24) 

Поскольку функции и (ф>^ непрерывны, ̂ (^С'^) ̂ ) >0 ̂  

ГО/й)—4. , то можно считать, что Ъ(^^ и <Г выбраны так, что 

^1сЦЬ)>.^/2- при (^,G)^(-V^,г(Jy<(-SЛ}^, (3.3.25). 

1^4^'(V 0^ Ео ('1^,'^)^(гУ^,1/^^С-1^)^^ (3.3.26) 

где /̂.̂  и - некоторые положительные постоянные. 
Из (3.2.5) и (3.2.6) следует, что 

(3.3.27) 

при ['и,'1)^(01п1)уС~^Л)^, 
где ¿̂ 2, ~ некоторая положительная постоянная. 

Так как ^^^С^)УО при а€СО,д)^^, то 

Отсюда и из оценок (3.2.39) и(3.3.26) получаем 

^^^С£)^Е^1^ , ее(о,£)^^ J-^X,..,^'/. (3.3.28) 
Так как 

(^) = Я'f<^l'¿)^f(^sM¿)J^), • (3.3.29) 
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при l/^Cjlíj^Cé^^Cg) j£) . Из этого равенства и оценок (3.2.34), 

(3.3.25) - (3.8.28) следует, что 

Отсюда и из оценок (3.2.11) и (3.2.12), считая S достаточно 
малым, получаем искомое неравенство (3.3.24). 

Ввиду (3.3.18) ̂ ^<C¿)=íf(0,£j^ при Eed^j . Тогда для S^/j.-yfiJ-/ 

где 1^~^C-^^)^ie)' Используя (3.2.39), (3.3.4) и положитель

ность '<^^(ñjj é.) и Cj(gJ , отсюда получаем 

^^^/eJ<:C) при c f ^ 5 ^ / ^ Г̂ /,,,.; Л7-/. (3.3.30) 
В силу равенства ^C¿>,0)=^0, (3.3.25) и (3.3.26) 

S^(^'^/,¿'}^^£^-¿^¿^ iipn (%u}GE'U^jZ/J^(0,^)'!' (3.3.31) 

Из (3.3.29), (3.3.31) и (3.2.11) следует, что 

и потому при достаточно малом S 

(Е)>о для г ^(^£^^ <?//í, €^ecoj^)^ i^r<...w.(3.3.32) 
Из (3.3.24), (3.3.30) и (3.3.32) получаем, что при 6£С0,^}^ 

J ^ ^ Í ^ / ¿ ; = í'^re^-/í/fjJ; (3.3.33) 

Вводу (3.2.35) и убывания J ^ , Sj , ̂ ^CáX^^^^^ííJ при 
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ееСо^^)^ 2=^1,..,,М-2.,Используя (3 .3 .33) , получаем С£^>-^^^Са,) 
при 6(̂ <9,i'ĵ f̂=4,.,̂ /w-2. Аналогично неравенству (3.2.30) доказы
вается, что и и сГ можно считать столь малыми, что 
v^Jë)^cf{цs)<v¡^fQ) при (цЮ€(о,а)у-(-^^ю^. 

Поэтому .С/£]>^ /£) пpиS-l,„.n1i , и из (3.3.33) и 

(3.2.33) следует, что ^(^/е,) </ /^/); Sf€foJ)J .S=/J.,.,Jfl'-/, 

Теперь мы можем определить множества 

так, как они описаны в формулировке теоремы. 
Рассмотрр1м поведение сепаратрисы J 5=^.,,,;гп , 

при £€С0,£)х('-1^) . 

1°. Пусть Е^>'(^^С^() . Так как при этом ^ 2 ' 

в силу {^.Ъ.т , ^С0,Е)^')[{9^,^)>0 ипотому Е^еСо^^^ш). 
Вследствие (3 .3.43) , (3.3.29) и {Ъ.З.Ъ) C^J£ (о, ^2^) 

и потому ^^^С^) ̂ {o,•Ъ¿фC^)) г Так как при рассматриваемом <̂  
1Л^С^) ~ единственная, гфичем устойчивая неподвижная точка 

отображения 

При К-^-'-оо и, следовательно, С^ (•'^) «^-предельна к циклу 
/7^6) , проходящему через точку ^^С'Т/оС^]^ 

2\ При <?г-^^ (Те,) ( ^ е Д ^ ^ ) в силу (3.3.33) Е^(О)^ 

. В частности, (&•) совпадает с '^'Е^Сё) 
образуя двухстороннкю петлю, гомотопную Е^^, 

3°. При , вследствие (3.3.33) и (3 .2 .19) , 

\дХ^')^^~'^; о) и потому L ^ б}-предельна к р'^С^), 
4°. Пусть . Ввиду (3.2.33) ^^^^ОУО-

Поэтому определено (Е) . Ш (3.3.3) следует, что ^̂ -̂ ~ 
'^'^^^S•й^^^>^^^^г.-'^ ^ потому Е~(£) ¿0-предельна к ̂ >^(&), 
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И 

Ъ\ При-£^^у^^Сё,) { ) ^ ^ (3.2.33) §/¿3 = ̂  
и потому И^Св) ~'^'^Е^(^), в частности, сепаратриса Ь'^(ё) = 
= образует одностороннюю петлю, гомотопную Г", « 

б°. Пусть • Тогда, вследствие (3.2.33) 
(3.2.19), Сё ) о) и потому ) а)-предельна к 

Рассмотрим поведение сепаратрисы S=/r)•^/y,nJ/l при Р^^О. 

7°. Пусть ^2 ̂ )(^о ^^') ' Р̂ С'̂ У̂ВД̂ ^ пункту 1°, 
получаем € Сс, У^^)) и потому ОоС1-^ (^)) ^ЦСЕ). 

8°. При 8з=^^^^,)( £^4.^) в силу (3.2.33) Ь^Сс) ̂ '^'^'^(Е), 

9°. При ? 2 < ^ ^ ^ ( ^ / ) вследствие (3.2.33) и- (3.2.19) 
и потому 

Поведение сепаратрисы и всех сепа
ратрис при , описанное в формул1фовке тео
ремы, доказьюается аналогично § 3.2. 

Утверждение (4) теоремы и описание бифуркационной диаг
раммы следует из утверждений (1) - (3) . 

§ 3.4. Бифуркаг^ ве1сторных полей с двумя односаюронними 
перекреифшающршисяс коягурами из сепара^хрис седла и седло-узла 

Для множеств вида Л={С^11^Е)^(0Х)>^ С'^'^) I ^С£,)Х 
<̂Г̂  i ') ; будем обозначать 

Л^Ч , и)еСоХЪНЯ) I ̂ 2 >ГСё, )}^ А^- {(^Л )Щ П^Ш I ^Щ)^. 

Теорема 3.4.1. Пусть - двухпараметрическое се

мейство векторных полей, трансверсально пересекающее при ^ 

подмногообразие ^ • Тогда существуют С ̂ -координаты 

(^]>^г) в некоторой окрестности точки £с:с> г число <^ 
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И замкнутая окрестность С/ множества Р-! УГ^ с гладкой гра

ницей, состоящей из двух компонент, в точках которой поле У.^ ̂  

8€С-^Х)\ направленно внутрь ̂  , со следуюшрши свойствами: 

(1) Бифуркационная диаграмма семейства '1)(£^ £ ^ ) 

Е=/--<ГД); представляет разбиение Е^ на множества ^^ (( =0^,.,^/^^ 

EJ (J=i^^^^l^) (Р^^- 20), где 

^х^^^о^! в,^=МФ,^)^ В,2^={-1о)у}о% В,х^^оЫ-^.о)^ 

-{гс{о,^)хЕ^,с)IГ^.,с^,}<е,<у^(^,)} С^^^о) 

при Е€.В^ С]^^,..,11) ' €£3,Е-^>.:/з)Х^1ис 

(2) Векторное поле 11^ имеет следующие особые точки: 

седло "^^и) ' являющееся продолжением по параметру Е(^Е^ седла 
/ а также гиперболические седло ^ узел ^ 

при £€Е^,0))(Е^^) г седло-узел Е^Са) три £^\йЬУЕ^Л) 
(3) Векторное поле Х^1и, г&В'', имеет следующие замкну

тые траектории: 

а) одностороннюю замкнутую траекторию Е1 Св) ( Е2,С£) ) го
мотопную* контуру Е^ ( Е'г_ ) при В € Е \ ( )г эта 

траектория является неустойчивой гиперболической при 8€Е^ 

( Е^Е^ ), устойчивой гиперболической при Е^в^ ( /в^ ), 

Здесь и далее имеется в виду свободная гомотопия в и 
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неустойчивьм двойным щислом при £ € ( Е^ В/^ ) ̂  

б) двухстороннюю неустойчивую гиперболическую замкнутую 

траекторию Г^^ Ы) ( Г^^Сф) г гомотопную Г, ̂  С Г^^ ^ при €^В^ 

в) двухсторонние замкнутые траектории, гомотопные Г} • 

устойчивую гиперболическую ̂ ^^а) при Е^&^^иВ^ шустой-

чивую гиперболическую при Е &В^^иЕ/-р ' двойной цикл 
Г^1С^)^Г1Ш при ^^В,иЗ,^. 

(4) Пусть - сепаратрисы, являющееся про-
г-о ^^/'/ должением по параметру с сепаратрис ' ' Сепаратриса 

^''^и^^(^) ( В^^) ) совпадает с сепаратрисой 

образуя петлю, гомотопную Г) ( Г^, ) при ^^В^ ( £ ), 

гомотопную Г^^~ ( I ) при Е€В^ ( ̂ ^В^ ), гомотопную 

при £€ ( Е^З^ ), (-0-предельна к циклу Г/ Сз) 

( Г^й) ) при £6 С СеВ^ )г кщлклу Г^С^) ( Г/С^] ) 

при Е^д^ С £ ^ ^ 5 }, к циклу Г,1Са)приЬеВ^ПЗ^^к сед

ло-узлу г/£; при ЕФУУЫ,Р^К узлу -^01^^)пр^ г^С-^у<^]^Е^^). 
Сепаратриса совпадает с^^^Е^С^) С^-1,г,) в случаях, 

описанных выше, ос -предельна к Г/(9) при ^^'^^С/й^, к 
при £ ^ Н р ^ к [^(^ при Ее£^В^ , к Г^Сё) при 2еВ^ ^ 

к Г^С^)при ЕеВ^^Ег,0В^^ив/а ' ̂  ^о(е1 при ^-^^ ̂  

к ^0^(£.) при Е^З-^^ и пересекает во всех остальных 

случаях. Сепаратриса ^¿1^^^^)^ Е^Е*^, пересекает ̂  СУ , 

Входяпще сепаратрисы седла ^ Е£^-£у о)У В^,€)^ и 

седло-узла 'З^^Ся.) ̂  Е&^о';[у. В^,§) пересекакутся с ди, 

ВЫХОДЯ1ЩЯ сепаратриса седло-узла ̂ ^(ё) С£>-предельна к 2^ 

при Е ^61^. и совпадает с '^'^(^^С^) при ̂  ~ С . Одна вы-

ходяпщя сепаратриса седла '^((ё) (Х^-предельна к узлу ^^^(й) 
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При всех е~е(-Е/0))сС'2^) ) ̂  ДРУ^^ СО -предельна к "^-^^С^) 

при £ € В^^ и Е.^^ и совпадает с при Ее . 

Теорема 3.4.2. Пусть {У^\^^^ ~ двухпараметрическое се

мейство векторных полей, трансверсально пересекающее при 8 =>о 

подмногообразие 21 \ , • Тогда существуют С^-координаты 

С'£^,£т) В некоторой окрестности точки £.^0 , число ^>0 

и замкнутая окрестность I/ инажества Е^ ̂ Е2^ с гладкой грани

цей, состоящей из двух компонент, в точках которой поле )(^^ 
^^Е^Л) ) направлено внутрь 17 , со следующими свойствами: 

(1) Бифуркационная диаграмма семейства ) 

В'^-Е^Л}^, представляет разбиение В^ на множества B¿ 

С(=0,.,„?), ̂  (^-<{,'">^) (рис. 21), где 

^о^(о!г, В^Чо^у^), Ь^'^Е^>о)ф'г, 8^^^оМ-^,о), 

Е^-{ г ̂ (о, ̂ ))^Е^Л)\Е^~~У^С£,)^,^^^'(О,П~- М Ю , 

(2) Выполняется утверждение (2) теоремы 3.4.1. 

(3) Векторное поле ^С^И , Е€Е^ имеет следующие замк-
(Е ^ ^ 

нутые траектории: 

а) одностороннюю устойчивую гиперболическую замкнутую тра

екторию Е^ (£) ( Е^(£^) ), гомотопную Е^ ( Ег, ), при £ 6 В 3 
( Г е е в ; ) . 
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б) двухстороннюю устойчивую гиперболическую замкнутую тра

екторию ̂ 2.^^/^ ' ̂ ^отолную Г̂ '/̂  при £С£)^ П . 

(4) Сепаратриса ̂''/-̂ ^̂ С) ( ̂ ^^1-.^^^) ) совпадает с сепаратри
сой и^^(^) образуя петлю Г[ С^) ( Е^С^-) )/ гомотопную 
( Г1 ) г при в^В^ (ЕСЬо_)г петлю Г12^С^') гомотопную Г,Т^_ 

при Е^И-, ( ), иЭ-предельна к Г^С?^) ( ГгС^) ) при 
£ € 5 ^ (¿€81), к при £^В^иа^:( Е^З^иВз Ъ 

^ /^(^^) ( ) при е€в1 (е€в1 ^ '^о^^) 
при Е €C~pJ ^) l^(-S,^). 

Сепаратриса ^'^и^Сё,) пересекается с в' тех случаях, 
когда она не совпадает с сепаратрисами седел ̂ 1С£) и ^^^(^). 

Сепаратриса ̂ ^''/-^ пересекается с ^ ̂  при всех € ^ В^, 

Входягще сепаратрисы седла "¿01 ) £.€(~ ̂ , С>) у< (-^Л) и 

седло-узла пересекаются с . Выходяпщя 

сепаратриса седло-узла ̂ -^С^^ совпадает с^^В^^(^) гри Е^о^ 

(^-предельна к ^о(^) при Е^З^в-^и . Одна из выходяшу1х сепа

ратрис седла ̂ р/В} ^-предельна к "^ог^Щ , а вторая 

¿0 -предельна к 2^^ Ci) при ^ ^Е:^ и совпадает с ^'^Ц(1) при 

ЕСВ,. 

(5) При гeEJ(J=i„.,>^)XJйEZ:'^(Ë)^ при ¿^8,^ (¿-^-/,,.,,9) 

Ограничимся доказательством теоремы 3.4.1. 
Доказательство теоремы 3.4.1. Аналогично построенным в 

§ 3.3 по контуру Г[ отображениям ^^~^'^)у^£^ ̂ ^ 9-^ ^/ 
У построим по контурам Гд, С ̂-/,2,) отображения ̂ '̂ ''̂ ^ (^/,2)^ 

с^^т ^"{п ^^Ь' ^'^^и/ ''^V '"'"̂7 ,т ^ /<£ > Т ' У ' /- ' _Х ' этом мы можем считать. 
что 
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'%i-i>hX^) , (3.4.1) 

a '̂̂ ^ r=^^)ci^ = :C^ . Координаты ^ ^ / i ^ z j выберем так, чтобы 

Pis § 3.3 следует, что числа V.>0 и ^ > о можно выбрать 

так, что определены функции (/C-Sj.-^jS') и множества ^^^З^^ч^) 

, £̂ 51 ) В ̂  заданные так, как они описаны в формулиров
ке теоремы*, и такие, что выполняются следуюцие утверждения: 

(A) При £€ГО,^)хГ-сГ,<Г) 

Г^л "^po,è)=:sgn Се^-Уе^^)} ; (3.4.3) 

" " «̂ /̂̂ Л (3.4.4) 

У( 'f(0, ^)--Е^С С,,}), (3.4.5) 

-Sf7)''^/^^у[ОЛ^У-^Г'С% (^,)). (3.4.6) 
(B) Замкнутыми траекториями векторных полей 

с/с) _ I 
пересекающими дугу '¿^^0,^), 1С'1,г ^ но не пересекающими дугу 
^^^^^(.'^;0)у являются только циклы / и С̂ у) / описан
ные в формулировке теоремы. 

(С) Сепаратрисы ̂ '̂ /̂ С̂£) {^^^С^С£) ) при £€^¿^£'£/5^ 
и £еВ>} ( £ е в , - , « ? € в з и ),''^"^('^; при е е - ь ^ с / 

иЦ^и Вд> { 8 ̂ В^^ОиВ^ ) ведут себя так, как описано в 
формул1фовке теоремы; сепаратрисы ) при 

\ 6^ ( ̂ ^В"^ \ ) пересекают дугу ^"^^ (-гг^ о) 

Из того, что контуры и / ̂  перекрещивающиеся и из 
(3.4.1) следует, что ̂ '^Lp iOJо) ̂ ~'^^^(^(о, о) Поэтому мы можем 

Исключая пока неравенство Ys (£•!)< Y6(£'i) 
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ВЗЯТЬ и й <Г СТОЛЬ малыми,что для всех %^)'Ъ(2_^£0,г12 

'~^'^(Щ>Е)-^'^(рЫ^)£)'^Ь^ (3.4.7) 

где 1л - некоторая положительная постоянная. 
Из (3.4.7), (3.4.1) и возрастания функции (р(')ё.)^ /¿=-1,2^ 

следует, что 

^^^1о,г)<'''^^Сол) . геСоЛ)^ЫЛ)' (з.4.8) 

Отсюда и из (3.4.3) и (.3.4.4) получаем, что У^(^/)>^Сб/) 

при 8)€С0Л) и потому ^ ^ определено множество 
так, как оно описано в теореме. 

Считая и, и ^ достаточно малыми, аналогично оценкам 
(3.3.3) - (3.3.6), мы будем иметь следующие оценки: 
при {v,¿)€Co,ilJxCo,S)^ESJ)^ k:=1,Z 

' гС/г. ̂  ̂ ""^^Ы,е) ̂  , о.4.9) 

-с^({СЕ)и^''^'^< ' " ' / ^ ^ . ^ ^ ^ с , ^ ^ ^ ; ^ ^ ^ ' ^ ; ' (3.4.10) 

^"^^Х^^ ̂ -̂гу, £) > ^ -̂ (3.4.11) 

при {nл^'L)^lo,й2'^iOJg)YE^Л) 
//2- < Е1}'"~' ^ 3/2 . (3.4.12) 

Зафиксируем теперь и ; выбор будем далее уточнять. 

Вследствие (3.4.4), (3.4.9) и (3.4.10) при (^и,0^10,п]у:Е'^^ 
- ''̂ Х̂ ("УЛ)^ ^ ^ потому определены функции 

Функция ^^)\[о^) ~ это функция последования па ¡^^(0,11). 
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При (%д)€СО,ц)У'Ь'^^ равенств 

(^Ч^/ Г%-Г 1 , с/и//(г),, . (3.4.13) 

и оценок (3.4.10) и (3.4.11) следует, что 

Покажем, что хфи достаточно малом сГ 

(^1 ('-^,^)'91 ('^'^)^0 , Г%а)^£0,И)х8'^ ^ (3.4.16) 

Пусть й'^^^^^^)^ . Ввиду (3.4.3) ''/СО,&)УО. Поэтому 

^ ^У^"^' ' ̂'^^ (~ 9 ^}>^)^ (3.4.17) 

Аналогично оценке (3.3.26) мы можем считать, что 

1^^'\^^С%^)^ Е^ при [%Е)й(-И,г^)%Ш)' (3.4.18) 

где и - некоторые положительные постоянные. 
Из (3.4.17), (3.4.18) и (3.4.7) получаем 

- С%^)>.А/^Я^^) СА/^:^и^>0). (3.4.19) 

Из равенства 

и оценок (3.4.10), (3.4.12), (3.4.19), (3.2.11) и (3.2.5) 
следует, что 
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где 1\}}7)СХ)( ^ -̂ /"̂  ^1 и потому при достаточно малом 
<Г выполняется неравенство (3.4.16) . 

Вследствие (3.4.8) и (3.4.10) 

д[о,^)-^<^(о,г)^-"^^[-'У(о,^), ё)>- У(-У(ол)^ е;. 

Отсюда и из (3.4.5) получаем 

о1[0,ё)>с? при е б в ^ Ч В ^ . (3.4.20) 

Так как у^С^1) ~СУС€,) , то, считая <Г достаточно мальм, мы 

найдем такую функцию <о1 ' СО/^)-^ (0,1) , что 

Из (3.4.2), (3.4.18) и (3.2.11) следует, что ^7Ге[~о1^о(2 

^е^-1^с/е)с^^{~к:^Щ )<^\СдШ^^г"^^^^6^1/?/(3.4.21) 

и поскольку 

\/^'г/,е)^£с),^>брЗ'г^^(Г-^с/] Л('и1ф-'^'я^{с1Ш,^)-и, (3.4.22) 

то с/* можно считать столь мальм, что 

с1[це.)^-С> при иС [О,^^)^ ^,€(0^); Е2-о1Ся^)£( . (3.4.23) 

Из (3.4.16), (3.4.20) и (3.4.23) получаем, что при есВ'^-

Е^п с1(о,е)=-£дг)(е^-удС^1)), (3.4.24) 

в силу (3.4.9). 

1^С'г1,&)<-и/г<^0 , Ssro,S)У(-^Л)' (3.4.25) 

При достаточно малом из (3.4.21), (3.4.22) и (3.4.25) 



127 

следует, что с1(о^£) >о1Сгс^ , а из (3.4.10), (3.4.13) и 
(3.2.5), что с1^Е01^)-ч-оо . Отсюда и из (3.4.15) вытекает, 
что при £ € в ^ , ЪС€Со,й) 

^дл (ы^г):^ -Едп{гб-/1 , (з.4.2б) 

где /л: Вр-^(о,гс) ) уа€С[ 

Очевидно, что с1 (//СЕ), Е)> О при Е € В^-^ , ^2.^/3'^'^/)' 
В силу (3.4.16) и (3.4.26) 

Из этих неравенств и из (3.4.23) следует, что при Е € 

5^ с1(/Х^),е) = -Ядп(?^-у^/£,)), (3-4.27) 

^ . Гю'^"'^'-Н^Л^о^С'. Г/е')^>^/«') ^^(^'^'1 • 
Огфеделим теперь множества > ̂ •/о> ̂ /0 ̂  "^^^ 

они описаны в теореме. Используя (3.4.24)-(3.4.27), (3.4.14) и 
(3.4.15), получаем следуоцие утверадения: 

(a) При ЗЕВ'д { Е^В^ ) отображение ^ ^ ^ . ^ J 

имеет едашственную неподвижную точку Сё}бСо, ̂ й) (дае непод

вижные точки: и/£)е(0,й) и ЩС(.)'0), О<д!^(ЦС^)Л)'^' 

Для поля Х^. отсюда следует, что через точку ^^^^1^^{^/С^)) 
проходит двухсторонняя устойчивая гиперболическая замкнутая 
траектория Г^^ С^) гомотопная ' / ̂  , все траектории, пере
секающие дугу ^^^^^[(^/"й) -предельны к Г|¿(^) , сепаратриса 
^^^Е.С^) ^-предельна к В^ (с) (соответственно,образует 

' i 2 
двухстороннюю петлю, гомотопную /; • Гг.) . 

(b) При б^В^р функция ^ С'> ̂ ) имеет две неподвижные 
точки: и^С^), ^''1,^> 0^^^Сс]<^^,^^)<ЕЕ,0^ди^,СО,&)^±^ 
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^̂ /'24̂ >̂̂ ;2) >-/ ; Для поля Хб: ЭТО означает, что через точку 
( '^^^(^г^'^)) ) Щ50Х0ДИТ двухсторонняя устойчивая 

(неустойчивая) замкнутая траектория Г^^ С^) ( ) ) го
мотопная } траектории поля ^ щэоходящие через точки 
х^ут^ ^^^fJ^('U¿(c)) ̂ и) сО-предельны к '̂ '̂̂  ' траектории, 
проходящее через точки дуги )'У^C'i'^^ / и сепаратриса ̂  (̂ ^ 

пересекают дугу И вследствие утверждения 
(С) '^-предельны к циклу (̂ )̂ ; сепаратриса 

-предельна к /̂ ^̂  Со.), 2 
г 

(с) При Е^З^р функция ^С*)^) имеет двухкратную непод-

вижную точку = ?^С^^у';£^-^у^?^е6^^4^у1<0. 

Поэтому через точку }^^(СО-)) проходит двухсторонний двой-

ной цикл Цо.^^^^^^ц^^)' ̂  траектории, пересекающие дугу 

^^^^СО^'й) I и сепаратрисы ^Е^(^) и /-/б^ ведут себя так 
же, как при Е € . 

(с1) При € еВ^^ у'^^С^^,^) ^('^,^)^и. Поэтому траектории 

поля Х^: / пересекающие дугу ^^(^1^) , и сепаратриса 

пересекают дугу '?{^'tlJO) и, следовательно, 60 -пре
дельны к циклу В1 (^), 

Нетрудно построить такую замкнутую окрестность и 

множества Р/ и выбрать столь малое сГ г что граница 

множества (./ ~ '^Х^—В^ии^у 
где В1^ ^ 2̂ } является гладкой замкнутой кривой; 
поле , £С[~Е$)^, в точках Э (У направленно внутрь (У и 
имеет в и особые точки, описанные в теореме; входящие сепа-
ратрисы седло-узла и сепаратриса Ьр^ седла пересекаюо?ся 
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С ди ; траектории поля Х ) г начинающиеся в 

точках трансверсали /̂ б̂-'̂ /'Ц/̂ / пересекаются с С/, 
а начинакщиеся в точках множества С/^ /-̂  Сё)\^'В/(£) 

пересекаются с ^'"^^^C~'^J ' 

Из утверждений (В), (С), (а) - (с1) и выбора окрестности 
и очевидно следую1Т утверждения пунктов (2) - (4) теоремы 
для ^ £ в ̂  . Аналогично эти утверждения доказываются для 
в ^ й ^ . В случае Е€С-^, 02^(~^Л) они очевидны. 

Утверждение (1) теоремы без труда следует из (2) - (4). 

ГЛ2ША. 4. НЕКОФО£ЫБ ГЛ0БгУ1ЬНЫЕ Ш^УШКГШ 

§ 4.1. Подмнохчхэбразия су^ , ̂  и ^ . Формулировка теорем 

Определение подмножеств 

с>̂ у ) ^ i y • ) 0'^^/'^^ ^ ^^(Н) дано во введении. 
Ввиду громоздкости, мы не будем его здесь повторять. 

Теорема 4.1.1. ШоУ!^ства ^6; Ш и 6 являются 

С ^-потшогообразияьт ^ СМ) коразмерности два. 

Доказательство. Пусть ) ( ^ ^ . Для некоторой окрестности 
^ поля Хо ^ t ^ \ ^ ^ J построим С ̂ -функционал 
^^'^ЯС-^й. следуя [34, с. 10] . Выберем ^'^-вложение 

•['-1>^)~^Н I ^^(о)бГ^ ^траасверсальное полю Хд • Для доста
точно малой окрестности ^ и достаточно малого числа К~,> о 

определена функция последования по траекториям поля X 

на выбранной трансверсали: ^^^^^^^^^^^^^ гсбС-и^й), 

^С^С' ^ (1\ То, что ГА ~ двойной цикл, означает, что 
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Без ограничения общности можно считать, что ̂  ^^К?)^ С). 

По теореме о неявной функции для достаточно малой окрестности 
уравнение ^^/^^"^) ; X € ^ имеет единственное 

рещение Положим 
^^Ш'-%(-и.(Х),/)-и, су) . с ̂ "'-функционал ̂  -
определим по петле аналогично функционалу -р^ в доказа
тельстве теоремы 1.1.1. Линейная независимость с1^^(Хо) ^ 

<^^2.()(о) доказывается аналогично теореме 1.1.1. В силу 
условий (В) и построения функционалов -̂ ^ и , ясно, что 
^а^С-^^'^СО) , где/'•=/'/^/^.'<^-^Й^ , то есть-^ является 

-подмногообразием СН) коразмерности два. Случаи 
и ^ рассматриваются аналогично. 

Рассмотрим векторное поле сЯ^^О'^^и"^2^ . Выберем , 
^"^вложения (Ч,/)-^ Н С^^С/г) трансверсальные полю , 
так, чтобы ^ '^(о) ЕГК , а траектории ¿2? , о которых идет речь 
в условиях (А), (В) и (С), пересекали дугу ^ '^(С), / j . 
Ш можем считать, что нумерация сепаратрис ^¿15 CS-d,..l,^f^) 

выбрана так, что они пересекают ^ (О,}) в точках I] (^с$ Л 

где ^[Х')Хо}СО^и) ~^[(^,1) - функция последования по траекто
риям поля Уф . Тогда сепаратрисы ^̂ /̂̂ ,,,̂  ̂/7̂ ) пересекают 
трансверсаль ¡^^(0(1) в точках ^'^^'^о^) 

-I Г^Е V \^ п,"- . . . 2 — (4.1.2) 

'да У^^', У. \(о,гс)~^с^11) - функция где [»^ : [(Р^гс) (^/^) ~ функция последования по траек-

ториям ПОЛЯ Хо на трансверсали^ а ^Хо~ ]1 ]г ^ 

такая перестановка, что ( ) < и л и (J\,J2^j 
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^Jlm~Jz. 1'^ {̂ Л/-/,...;̂ (̂рис. 24 и 25). Нетрудно убедиться, 
что не зависит от выбора трансверсалей и точек ^ С'и^^) 

0̂ 
на них. 

Для семейства {У^^^^^ г гфоходящего через точку 
)(^'Е.с1и%0^ , будем обозначать продолжения по параметру 

траекторий 2 ^ ) С^^^^г) ^ ¿S=УJ ,^.J2лj соответст-

венно ̂ ^Сй); Е-^Ш, Т.^ СЮ ' 

Теорема 4.1.2. Для двушараметрического семейства {У¿t£^^ 
трансверсально пересекакщгго при <Р=^о подмного

образие и@^и^^ существуют окрестность В'^ точки Е.=^о 
С ̂  -коорщтаты. С^,, Яг) в В-^ и число § У О со следующей свой

ствами: 

1) Бифуркационное множество семейства {Х^^^СЕ^) 

В°-/~^)Ю/ представляет объединение множеств, В^^'=^{ 0^ У-[-^Л], 

У'':[0,1]-^(0,^']^ - 0"^'-вложение, 

¿1 б'^^{о!гУ1о,аиЕо,ПЧоУ с^'-,Jëf^ 
1С 

2) Еслив^В^то при Х^^сЛ B^i (^) ^В^^ Сё) ̂  а при 

X (/ векторное поле У^ имеет двойной цикл I / СО-), 
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непрерьЁно' завися1щй от 8. , Г^(о)~(~^ . Если 8€[^2_ / то 
при У^есЛ^и'$>^ и^^_С^)^ 1:^2.^9) , априХ^С^^ поле 

имеет двойной цикл Св) непрерывно зависящий от <£ , 

Г^С^)^Г^ . Если ^€5^ , то Г/^е>)^/^^Г^'Л 

Тео!рема 4.1.3. Для двушараметрического семейства • 
'^•^Е^б^В ' трансверсально пересекашцего при <Р=^с>- подмно

гообразие 6 ^ ^^2, ̂  суш,еству1ат окрестность Е^ точки 

£:^0^ С"^'^-координаты (^ц^г) в ней и числа ^ и § 

( О г. ̂  г! £ ) такие, что выполняются следуюпще утверждения: 

1) Бифуркационное множество семейства {У2^£^В^ ^ 

^°=[-'^1^]является объединением множеств в^^{о^УС-^,<Г/, 

т--!,..., П ; Я-'1у..,2п) (рис. 28), где 

^т-е[-1,1) €ш / 4 ( ^ ) - о , 1 су^)'т\<1^ 

- перестановка, определенная условиями 

(4.1.2)); для любых <^ -^-^ пересечение в ^ О В 

состоит из одной точки; является С -дугой с концами в 

точках пересечения с 4^^^-/ и /6'^^ ^ ^хгт , 

причем касается ^^^^^ ( /^^^^^^ ), если ci>^_^ ̂  О 

^^ш-?^^' ^^^^^^^я В^^^ Г В^,^ ) г если ^^40 (?^^У0 ). 
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2) Если геЗ^ , то при (^)-Ь^^(ё.] г а при 

Хг?^й поле имеет двойной цикл I ¡(0 г нецрерывно 

зависящий от £ ^ Г Х ^ ) • 

Если £е&^ , то при Х^£сЛ и$) Сз.СЮ^Ц'/в) ) 

а при Х(^^^ поле X¿_ зшеет двойной цикл Г^С^ , непрерывно 

зависящт от £у Г}.^^)'^2^" 

Если £ев^ С^=1/„.,1/1; €€:М) , то [^ХО^Т^Л) , 
То 

Если ь^^с^^'г"'^"' ^^'^), то (£), 

Доказательство теоремы 4.1.2 для случая Хо^(Х^ излагает
ся в § 4.2. Доказательство теоремы 4.1.3 для случая Х ^ ^ ® 
с тождественной перестановкой 17^^ в § 4.3. Доказательства 
теорем 4.1.2 и 4.1.3 в остальных случаях получаются из приве
денных непринципиальной модификацией. 

Замечание. Используя теоремы 4.1.2 и 4.1.3. нетрудно опи
сать бифуркационные диаграммы семейств { Х ^ ^ £ ; У^^^с^СУ 

, и поведение траекторий векторных полей ; ^ в ^ ^ 
Ввиду громоздкости и достаточной очевидности этого описания 
мы его опустим. 

§ 4.2. Доказательство теоремы 4.1.2 
Рассмотрхш семейство {У¿^ё ^В ' трансверсально пересе-

каоцее при £ — о подмногообразие . Пусть 
^Ю. '^^-^ ~ собственные значения линеаризации поля в 
седле ) 1^-1,2-. . Обозначим 

Аналогично доказательству теоремы 2.2.1 мы можем считать, 
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ЧТО существуют окрестность Е точки ^ - О г в -координаты 
в ней, положительные числа ) ^1 ) ̂ г- и 

С/^-вложения 12^',(~'^, П—^И) ^ ̂  t~*̂ 1̂ eJ ^-11 2-, такие, что 
трансверсально палю X¿ , <^^) ^ ; 

^0^^' ^7 положительная полутраектория векторного поля 
, начинающаяся в̂  точке ^^С^) / ^'^/ ^ 

следукщий раз пересекает трансверсаль ^^^^^^1 ^ точке 

^с^е.) , „ (4.2.1) 

1-С,«^*^"'й / ^ ^ ^ ' ^ ^ ¿ 6 ^ / * = ' ' ^ " ' Л^Л; (4.2.2)' 

/С£^^ ' 1^ ' (4.2.3) 

1(1^СП^^^}>0. (4.2.4) 

Ввиду условий ©^^^7, '̂ <̂̂ б' имеем 
Уменьшая при необходимости , мы можем считать, что су
ществует такое число )\ , что 

Х^С£)^'}^<± при геС-^^^ё^!^^ (4.2.5) 

Будем считать, что функция последования ^ ( ' • ^ ¡ ¿ = 1 ) ^ ^ 

доогределена при 'Ч-О по непрерывности: Xt ' ̂  ^" 

Вследствие неравенств (4.2.1) и (4.2.5)/^^^ можно счи
тать выбранной так, что 
'^^[ъ,г)>го при (г1,0&(^,^^)'^Со,£^)^^с^1,2, (4.2.6) 

Лемма 4.2.1. С^ествзжт такие числа Р.уо С ее:-/,г) , 

если при некоторых ^^С^/^'х-) , '^^с^^- ) ^-/'^ 
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то ^ 

П1чо,1)/Ъг^>^а^а'^^. (4.2.9) 

Доказательство леммы 4 .2.1 приведено в приложении. 
Поскольку траектории из ячейки \У являются -предель

ными к Р̂  и -предельными к / то найдутся такие числа 
и^^Со,г/^), л̂ =/,2_ , что точки С'И)^)) ^~'>^^ гринадле-
жат одной траектории. Вследствие (4.2.6) существуют интервалы 

Из выбора точек llJ¿_ и одинаковой ориентированности Г) и / г_ 

используя теорему о трубке чраекторий, получаем существование' 
такой С -функции 1^ .' ^В^^с^^^ -^С'^/'^^с) , что для 
(и,^)^!^ У Г"¿5^; ^ точка /̂''2/,в)) принадлежит положи
тельной полутраектории поля Х^ , начинающейся в точке б'̂ ^̂у 

^и^,ё)^0, (4.2.10) 

^fffXД'г'"''^'«'^^'•^''^•i=(X;^^«2.<?Л'«^J ^ (4.2.11) 

С'/'̂ •г/.г;, ^Ч'С-^С'ВС-УЛ), е) (4-2.12) 

при тех {^и, £ I у [г^)^/^)е1^) г для которых имею)т 
смысл обе части этого равенства, 

В силу (4.2.11) и нег^ерывности <̂  можно выбрать Ц 

и ^ { О ̂  ̂  ) столь малыми, что 

а , X с 1̂  (^-г-") 

Уменьшая при необходимости <£ , можно считать, что 
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Х ^ ' ^ и ^ ^ г ^ е Т у , , &&С-в,£]', ^ - / , г . (4.2.14) 

Поскольку (/̂  ̂  с ̂  / то существуют такие числа А/^ > у Л// >С 

что при (1^,£;€1, )с£"-£̂ ,9̂ 7 , 1с^1,г_ 

0'^А^,^\Ц''^См,фь]^, | ш ^ ^ , ё ; { ^ Л / ^ . (4.2.15) 

Ввиду (4.2.6) и (4.2.14) для любого <£ ̂ (^С^ £ J найдутся 
такие числа П/^СЫ (^-//^.^ , что 

Обозначим в этом случае 

Ясно, ЧТО при фиксированных /1^ и /72_функция ^ О) определе-
на на от1фытом подмножестве ъ Со . 

Используя (4.2.13) и (4.2.16) получаем следукщее утверждение. 
Лемма 4.2.2. Сепаратрисы С^(^) и ; Е^С^/^)'^) 

совпадают тогда и только тогда, когда при некоторых ^^/Лг, 

Из (4.2.13) следует 
Лемма 4.2.3. Если при некоторых П^^ Ск:^/,г] опреде-

лены и ^„^„,¿0 , то '£^^^J.ii=rO:ф•S^^^J^a)^a 

тогда и только тогда, когда 1^^-^ Ш^ - П^-^• 

Обозначим В^^^'-^€е(0^^]^1 г£>±е^У ; к^/.г. 

Летама 4.2.4. Число £ можно выбрать так, что если 

(В°)-1У'^С& при °еВ^^^ С^'''^) / то (1) существует 

окрестность } | ~J у. ̂  точки ^ в с: и С -функция 

К ^J- ̂ 1 такие, что при Ь € 11 
к: 

и'/ё)-^В-^^С£)Ф^> £;^^FJ¿{^^J, (4.2.17) 
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[2) есш ~ г Н^'Ь В^^^ ' можно взячь П ^^С Е^'^П Е^"^ 
и тотща /-^ - убывашщя функция. 

Доказательство. Из равенства дуге") = ¿1 се) согласно 
лемме 4,2.2 получаем, что при некоторых I У)1_^^ 

^П,Ц • (4.2.18) 
Включение У ^ ^ ( 0,£°)^Т^^ С'^'^1>г) справедливо только для ко-
нечного числа значений 1^ 1£. . Поэтому для всех Е из 
достаточно малой окрестности О ¿9") точки £ ̂  число пар 
[И^^ I тг^) для которых определено (с) не превосходит 
числа 11~(Р-1'*-^)(/1^-^2) . Из леммы 4.2.3 и из' непрерывности 
функции у) теперь следует, что если окрестность (У^^У 
достаточно мала, то \/^€ О Сб°) С^ф-О , если. 

^^^•П^г.Ф ̂ 4-^^2^- Отсюда и из лемм 4.2.2 и 4.2.3 получаем/ 
что утверждение леммы 4.2.4 достаточно доказать с заменой в 
(4.2.17) равенства L ^ (й) на равенство 5"/?̂  Пг.^^^ ' 

из равенства ^^^^Щ/-^^^^ 

и оценок (4.2.8), (4.2.9) и (4.2.15) имеем 

при ^'^В"] 

Поэтому при достаточно малом 

Ъ_ >- {_д.^)>0 ® ^ ^° 1<^-1,2., (4.2.19) 

Утверждение леммы теперь следует из (4.2.18) и (4.2.19) по 
теореме о неявной функции. 
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Выберем число §^СО;В) • Обозначим Ё>^= \8.^(0^ ^)^\ 

и^(^) — и^^(^) ̂  . Ясно, что - замкнутое подмножество 
в относительной топологии, то есть 

В/\Б^СГ(!);?]'\Г^.Й': (4.2.20) 

Вследствие леммы 4.2.4 является одномерным 
^-подмногообразием ъ (О/ ̂ ) . Зададим функцию Д/.' В)^'^ь1 

следукщш образом. Согласно леммам 4.2.2 и 4.2.3 для 8 € 
^ С^) ~=^0 при некоторых ; /^2. и /7у1̂ /?г_ не зависит от 
выбора Л| ; /7̂ _ . Положим /у С£^)-'-1^1'^^2-. . Из доказательства 
леммы 4.2.4 видно, что /У/ - локально постоянная функция. 

Пусть Z} - непустая связная компонента В ^ . Функция д/ 
постоянна на 17 ; ее значение в точках J обозначим Л/(Ô J « 

Предположим сначала, что ^ компактна. Пусть /Г- Г̂ -//̂ / 
- проекция 1^ Э(SJ,в¿)-^8¿ <^(1^ > Тогда существует точка 

{ ) в которой /1 ̂  ((^1^) достигает минимума (максимума) . 
В силу леммы 4.2.4 

г'^Е"'^Е''>, 7=^,2, (4.2.21) 

£ ^ ] ^ £ ^ = Ч ^О)^ j.^,г . (4.2.22) 

с другой стороны, И З (4.2.21) и определения it: С/<̂ -/, 
следует, что Е'^^^ В^'^^В^^^ в противоречие с (4.2.22). 
Полученное противоречие доказывает некомпактность С7, 

-л — 

Возьмем точку £ £ ^ \^ . Вследствие (4.2.20) 
'^Ф,^1^^С0,'^)'' Пусть г € {о ̂ ус £0^12 Лотт %^С0,ё)'О 

и потому существует такая окрестность иС^) точки ^ , что 
при eeUCë)n(0,S}^J П)^ 1\Л1) уыееш В силу 
выбора ^ , существует 8 ^ 7 П~0 , но тогда 5̂ ,̂  ̂  ̂  (¿7 - с? 
при П^-^Щ^-у П^'УЬ^О) , в противоречие с определением 
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Таким образом, £^{0^^ СО/Ц • Точно так же доказывается, что 
Ц[.О,1']г{0^ . Поэтому Jк•Jc:C0,a^U!f^^'^}^^O,V2. 
Из леммы 4.2.4 теперь следует, что ^ является С ^-дугой с 
концами в точках множества 

При 8::^ (0^1) ( г-^(Г;0) ) сепаратриса 1\С0 ( С^(^) ) 
о1 (^)-предельна к петле Гl(^)-l^f(^)0{^fi)^y { Г2,С£] = 

[^) {^)^ ). Поэтому аналогично лемме 1.2.2 доказы
вается следующая лемма. 

Лемма 4.2.5. Существуют числа ^^^С0^£) , )^~/,^-) П)^ 

такие, что ^^10 при /7;-=»̂  и для ^/с^Со 

Обозначим А^'^^{г^Со,'^)^\ е,^>.г^\; Л'^Л1ПЛ^. 
Пусть - такая связная компонента , что точка Р ^ — 
~ ( ^ ^ } ' ^ ) является одним из концов дуги 7^ (л^б/^). Второй 
конец этой дуги обозначим . Если 0; у. I^); ^ то 
существует точка £^^^6^^ , в которой проекция Иг. достигает 
минимума на . В силу леммы 4.2.4 Е^^^^ В^^^ 

Поэтому существует рута [^^^, в-г^! на У^и с концами в точках 
~(<^-^^^}€А С1'1''^))С1^1^^г) целиком прршадлежащая Л^, 

Вследствие леммы 4,2,4 ) ̂ г~]~^^^ ~^ ^ ^ ' 
Р'^1й'^>^г.'1-^С0)^},Вес\ Г - убывает в точке q^ . Но 
требования L^i/(QJ ̂ '^1 ^ убывания Р в точке г очевидно, 
противоречивы. Поэтому, на самом деле, ( ^/^^1 ^ - { д л я 
всех /У) € и, следовательно. Покажем, что 
найдется такое число >̂ ()бА/ , что Р^-^-^ ̂ } ^(^.^¿1 при /т?:^/^^^. 
Действительно, в противном случае СУ очевидно, имело 

бы предельную точку Т ^ ^1 i^lS^)SJ ̂  1^ (С)-Е^Се) ^ в проти
воречие с леммой 4.2.4. Перенумеровав точки В"^ , мы можем 
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считать, что J^^J^^J{(£'^,C),(S:,S^)j ̂  /V 6 к!, Но тогда 
пересечения О^^Л Ст€1^^) непусты. Предположение, что они 
содержат более одной точки, легко приводится к противоречию 
того же вида^ что при доказательстве включения Р^^^^^''х(о^£). 
Таким образом, ПЛ [м^Ы) состоит из одной точки, которую 
мы обозначим ^ ^ ̂ т) Отсюда и из леммы 4.2.4 следует, что 

:}^ПЛ^Н^сСО,^)\£^£=Р^^С^^)^ Ст^(%^: ^'^1.г), (4.2.23) 

Выберем теперь ^^ СС1^ и обозначим ^'^—Т^^/ 
теЫ. Ввиду {^,2.2Ъ) П) е/^) является С^-дугой с 
концами в точках принадлежапцях и (^/0 )^ , 

Тот факт, что Ь ЫОУФЛ0М1УЩ легко доказывается 
от противного, используя (4.2.20) и (4.2.23) . Ясно, что для 
любой компоненты ^ множества В ^ , содержащей точку из [0,С]^ 

концы дуги J пересекаются с 
вследствие леммы 4.2.5. при некотором /71:2'2 . Таким 

образом, при Е^Со,£'}^ О ь"^^ 1~,(ё)^ 1:^Л)^ 

Так как очевидно, что при ^ € [0,£]^^ к: = -1,2- £¡¿-0 

/."̂  Г£) - и\ С в] г то все утверждения теоремы в рассмат
риваемом случае Х̂ . ̂  ̂ •У-/ доказаны. 

Случай Хр С рассматривается аналозтично. 
Покажем теперь, что бифуркация в точке Г в рассмат

риваемых семействах является глобальной. Достаточно показать, 
что для любой точки О. йТ^ и для сколь угодно малого сГ> 
существует точка , для которой 
Аналогично лемме 1.2.3 доказывается, что при некотором /V ̂  А / 

уравнение ^)-^J 6в(0^]^ имеет решение ?2" Ь 
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^^бСО^^))' В{О^С^ • При достаточно большом ^ кривая 
пересекается с кривой ^^(¿2"^^^/)} ^ любой точки £̂  
из их пересечения Х'^^^^)- ̂ ."̂  (§)э^0^ . 

§ 4.3. Доказательство теоремы 4.1.3 

Рассмотрим семейство •/ Х ^ ) ' ^ ^ ^ чрановерсальнр пересека-
кщее при з̂-с? подмногообразие '^2, • Будем пользоваться обо
значениями доказательства теоремы 4.1.1. Аналогично § 1.1 мы 
можем выбрать окрестность Ш поля Х© в так. что для 
любого Х ^ ^ существует такое '^-вложение ̂ 1^и~^В^'^Н 
трансверсальное полю ^1 и существует такая непрерывная функ-
ция -1^\[0,У^)^<П1'^['1,0 , что ^^(0]€и1(Х) , гдеА^ГХ; 
- продолжение по параметру )(€.Ч^ сепаратрисы /1^ , 
(̂-гг) ^ ( / 2 '̂2*'/ ^ - отображение последования 

по траекториям поля -^/1 г ограничение ' "а /'с? г/̂ у̂ V <^ 
и ^0^^€1 принадлежит классу в . Без ограничения общности 

можно считать, что 
Так как Г/ является (?'̂ "̂ '-подмногообразием М , то су-

ществует такое С -вложение /] .'Г"^/^^^/^/^*^^/ , что 
Г1 ~-̂ ("[̂ У ̂  . Мы можем считать, что /7V•) ~/? 

Выберем окрестность точки -б' так, чтобы УееЕ^ )(^^И> 

Шecтo<uJX^),f^[V,)l^),%[V,У^),l2^^ будем, соответст

венно, писать и^, Се) , %(%е^ ^ХгС'^у'^^ ^ ' 

Так как семейство {^^^ЕеЕ трансверсально пересекает 

щ>и £=^о , то производные ^^г^Х^) ^^г^о^о] 

^ ^);^)-'г/о(^0]е~о -"^ейно независимы 
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И потому МОЖНО выбрать такие О'^координаты (9,J€J в окрест
ности Е^СЕу^ точки Е^ , что при Е'^В^ 

%С0,е)^8^. (4-3.2) 

^ В силу (4.3.1) при достаточно малом 8^'>0 через точку 
^ проходит замкнутая траектория 

поля г имеющая в координатах (и, ^ЛпосИ) , задаваемых 
диффеоморфизмом Ь , уравнение гС'Ю^^,^) ^ где /^(З, £) ¡^1^ 

Що,£) ~ и(,С&) -у И - 1-периодическая функция, 
'с)110.-)/д$^С'^ . Зададим С'^'^^-влоут1тя К^(Ч,1}у1к/Л-'И, 
h¿y;S)'.-^hЫ(S/0,sJ^1/,S). Ясно, что /,̂ >|(?}х/̂ Р//--[;.При доста
точно малом £^ формула ^̂(Г'г/у о)=/^ V^/^'^ 4 ) 
задает (^^-вложение 1^ ̂ :а//)-^Н ; гeBg^J^^)^ ^ 
трансверсальное полю Х'̂ , . Дли достаточно малых £^ , {̂ .̂опреде
лена С '^-функция 

Очевидно, что - функция последования по траекториям 
поля Х^, на трансверсали ^¿("^10, 

У^(0,е)-^Е^, (4.3.3) 

г' (0,'^)-1 при Р^^<9> К^^»^; ̂ ^7; (4.3.4) 

^ 0 ' - 2 9^,^г^^у^;>^' (4.3.5) 

Ввиду (4.3.3)-(4.3.5) для достаточно малого числа > О 

мы можем выбрать число ~ £ Сс1) >^ так, что при 
, если 

гс^С-о! ,-с1/5) ̂  (4.3.6) 

то существует такое /7̂  ^ АУ , что 
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-ЗД-иУ 
' (4.3.8) 

Jfeмыa 4.3.1. Для любого ^ > О числа можно вы

брать так, что из условий (4.3.6) и (4.3.7) следует, что 

1ЭХ,%,^)/9е^1^г;'^'В • (4.3.9) 

0< '^')С"ии,в)/?'г1 < 40. (4-3-10) 

Доказательство леммы 4.3.1 приведено в приложении. 
Ввиду (4.3.2), как и в § 4.2, при достаточно'малых 

и для производных Ъ^С^(О^Е)/дг^ , веСО,В^)^', 1с=1,г, 

имеем оценки (4.2.8) и (4.2.9). 
Из (4.3.2)-(4.3.5) и из условий (В), задающих поле Х^^^^^ 

следует, что если X достаточно мало, то при £ € 

8 < ^ поле имеет двойной цикл ̂ (̂'̂ ) 

(при этом ГХ^} непрерывно зависит от <? , ГХ^}'Г1 ) } 
(4.3.11) 

г£С^',^)ф^^ L~б£l-¿4бej. (4.3.12) 
Далее мы будем считать, что - тождественная пере

становка. Общий случай отличается только более громоздкими 
обозначениями. Поскольку сепаратрисы /.̂ ^ (8=-/^,„,гп) гронумеро-
ваны так. что выполняются условия 4.1.1) и (4.1.2), то ^ 
можно считать выбранными так, что при £ ̂ [ ' ^ / ̂  ] ̂  сепаратрисы 
и<С'^) ^ Ь^Ш { и^С€) ) г-/,,.,̂ 2/̂ , пересекают трансверсаль 
У^'^^С-с!/^) С0,г1^)) в точках с параметрами и Ш и и^С£) 

( (^1сг) ), где ик^) и ^^(0 ( и^СО ) - функции класса С^^ 
и^(ё)^(-с1, -о//з) , (4.3.13) 
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гс~^,Ы)е(^/5,с1) Сз^^,...,гп} , (4.3.14) 

^^^щ[^),9)<-гь^^С£,)<.., < 'ЩС^,} В<:^1.г). (4.3.15) 

Будем считать, что при выбранных с1 и ^ утвержцение 
леммы 4.3.1 выполняется с У^'(/г.. Тогда в (4.3.8) и (4.3.9) 

<-//2-1^. (4.3.16) 

Число с1 зафиксируем, а при необходимости будем уменьшать. 
Обозначим для 2/о ̂  ^71 € fiJ 

Ясно, что 
-^/.1.7-...<^> Ч « , ^ А / Г , „ / е ; = Р , ,4.3.17, 4= -> 

=> 

Из (4.3.13), (4.3.8), (4.3.9), (4.3.16), (4.2.8), (4.2.9) 
и ограниченности первых производных функций СС^ О) следует, 
что при достаточно малом ^ выполняется следующее утверждение. 

Лемма 4.3.2. Если ^^^^/^^) C^-/|Z) определено и, кроме, 

того, при К--^ /У-и^С^)^^)^Со//3,С^) , а три Г̂=:2_ 

л-

Из леммы 4.3.2 аналогично лемме 1.2.4 и следукадими за ней 
рассуждениями получаем при достаточно малом следующее ут
верждение . 
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Лемма 4.3.3. Существует натуральное число п и L.-функции 

)^^-1'1Д-^(0Л) ClCciZ;^^^,...,2n' €€^0!/UkJ) такие, что 

Положим теперь ̂  :^ min тсп_ У° Стг) , 
К1^,г тещ] 

Из (4.3.17) и леммы 4.3.3 следует, что множества имеют 
свойства, описанные в формулировке теоремы и при £ € B f , f ) ^ 

^-f (4.3.20) 

При £ ̂  <rj определено отображение 

ПО траекториям поля У ̂ где ^ {>, ̂ ) GC^> 

2<^(V,^]/-du >0, (4.3.21) 

^ ); ̂ ^^^ сю) yj^})^f^{^), г о J . 
Обозначим 

Функции ^ (") огфеделены на открытых (возможно пустых) 
подмножествах (^/ ̂  I . Ясно, что 

Из леммы 4.3.3 следует, что при /Ij^yfX система уравнений 
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(è]^0 £^"=^^1^) имеет единственное решение, которое мы 

^(с)^.,'' (с\ (4.3.23) 

"1^ c^li^z ^/Г^спВ будем обозначать ^ . Точка - точка Пересе-^ 
чения бифуркационных кривых ^ и - В окрестности точки 

g ^ ^ уравнение ^ (^)^О будет удобно решать в новых 
координатах (p^i/^z) , вводимых ниже. 

В силу (4.3.15) и непрерывности функций U^(') существует 
такое число с , что 1^и всех •T-t^y-'v^''^' ̂ ^^'^j ^^BSjfJ 

(здесь мы считаем U^^ë)^'U^J=Xf/'^i'''^^) j^J ). 

Пусть /^1^^ (У^о i^o) ^f'^J . Вследствие (4.3.23), 

Но тогда для П 

Отсюда и из леммы 4.3.3, из теоремы о гфомежуточных значениях 
непрерывной функции и теоремы о неявной функции следует, что 
существуют такие (̂ '̂ функции 

J 
что 

и при y^jt £[~^с>'^о) 

но тогда формула г''^Нг} 1= Г-//Г , ^êj; 
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задает биективное (^^отображение 17̂ ^̂ ^̂  некоторой окрест
ности точки 6^''^^^ в (Oj^J^ на квадрат ("^^о/ ̂ о}^ . в силу 
(4.3.18) и (4.3.19). 

и потому X'^^^^ - диффеоморфизм. 
Обозначим &y.^ef"-'-U"'/T'^ . пусть 0^^"'(^)= 

' ЦА ^Р-) > Д O/'J • '^'^ W '•'J=-^' ̂  

при некоторых ol,^^-f,l. , то, используя (4.3.24), (4.3.18) и 
(4.3.19) , получаем 

(4.3.25) 
при^£/'-'2^у'^о;^и любых П^,П2^-^'г)'+Г,п^г,,„] х-/,...,2/л 

Обозначим для (п]^1)е(0,1о) х/Г-/^f J ^ 
г-г/; g; - <А ( ici (£} -гг, , 

если С-г/П'/ у mW;,,.j/7 , седловая величина С> ^ 

если Ю^Ь-^ ^ у ^ ^ > 0 ^ 

если £-1т ) m-i, "ч ^ ) ^ 'О ) 

если S-Zhn ^ П<) ) У) , Э ^ > ^ , 

Ясно, что Lf^ (lif ̂ ) >0 .Из определения и свойств функций 
^ ^ следует, что ^^(*,£.) является функцией соот-
ветствия по траекториям поля при с^^^о (поля - п р и 
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> -С? ) Между дугами арансверсалей к входящей и выходящей се-
параарисам седла ^^(<1) / причем параметр на трансвер-
салях выбран так, что У - О соответствует точкам на сепарат
рисах и 

(^^С-^^0^г]=О (4.3.26) 

Согласно [22] отсюда следует, что Г и можно считать 
столь малыми, что при С"1>^ ̂  ) ССОу^^))у ^) ̂  ̂  ̂ '/,г. 

(4.3.27) 

Ввиду (4.3.26) и (4.3.27) функцию можно продолжить 
на (-'^о/^о)^;^)^ с сохранением С'-гладкости, положив 

1р^(^,г)':::0 при {т/у ^('"г^;, 0^ xC'^J¿J'^. (4.3.28) 

Лемма 4.3.4. Для любых ,..̂  2/7 ̂  Л^^Л^ = /7Ч-'/,/1ч-2,.,, 

существует такая С'^-функция Р^'^^ '(~'^о,^)~^&~'^о/'^о) , что 

РТ'СОЫР"'У(О).0. ^:се(0,%)ру-М>С, (4.3.29) 
s 

Чр^еСо,^.)^ ̂ ,^9';'Ъ'))=о^>/,, = Г/''\^^1 „.3.30, 

где 

/€ = -1 если ^^>0 , г если ^^^0 , (4.3.31) 

Доказательство. Обозначим 

( к определено условиями (4.3.31)). Из (4.3.25)^ (4.3.26) и 
(4.3.28) следует, что 



149 

и для любого f^^C-^o^^o) 

I 3#"^^(м)/9/^^ {^(Л^Зё";"'(М)/^/';^ . 
Отсюда и из неравенства (^С'г/)£)уО при 1) > о следуя доказа
тельству теоремы о неявной функции [12, с. 482], получаем, что 
существует (^-функция Р'^'^^'• (~^0/^о)-^ [-'^оу'^о) , удовлетво-
рякщая условиям (4.3.29), и такая, что 

По определению б'^'^^ при £ = е1'^^(/л)^ /ле(~'гоАо^ 
S 

1^ (0^ ч) ^гс^с^] - ^ 6 / ; ^ ^ (4.3.33) 

Из этих равенств и из огределения •>^я > ̂  получаем, что 

Утверждение леммы 4.3.4 теперь следует из (4.3.32) и 
(4.3.34). 

Обозначим ^, тиу! ^ 1^о/2-)^)< 

Очевидно, что ^^^(О,^^)' Обозначим для A>?r:•/̂ ...̂ /7 

1п)г^^)-(^г^С£) , 

Из определения Функций (р ̂  , ̂ /п,Иг ' выбора 2̂.̂  , из 
(4.3.33) и леммы 4.3.4 следует 

Лемма 4.3.5. Пусть /?; ¿=-/,2.; П^р^г^И-И^ В-г^^,.. 
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Тогда существует такое JU '(/^^jyUz)^¿C)jZj^, что 8 ~ 0^^^^'^^. J)) 
t¿¿,-p̂ ''̂ f' Сих^),1Ще р^'<'^^ - те же функции, что в леьте 

4.3.4, а число К определено условитт (4.3.31). 
Пусть - число из оценки (4.2.8), а 1̂  - из оценок 

(4.3.8) и (4.3.9). Выберем число L>Í так, чтобы 

L>fi >-i/2. . (4.3.35) 
Обозначим 

—1 

Лемма 4.3.6. Число Í можно считать столь малым, что если 

„ ю (4.3.36) 

то найдутся окрестность -Ь J ><J2. ^чки S в Ь. и 

С'^фушсция Q ''J^I^-^J^*^ такие, что при £<^П 

Доказательство. Из (4.3.21), из непрерывности функций 
^•^V^F^; , и компактности множеств ¡sS^Í] ^ и 

^ei-TjH'^ие и I (^У следует, что сущест-
вуЕот такие положительные числа Д/̂  и Л/̂  , что для всех K^l,2.j 

Из равенства 

и неравенств (4.3.37), (4.2.8), (4.2.9), (4.3.8)-(4.3.10) 



151 

получаем при <Г = б' ̂  (£ ̂  '̂' 

при г^ё'^В'" 

Принимая во внимание неравенства (4.3.16) и (4.3.35), отсюда 
имеем, что при достаточно малом X 

(4.3.38) 

Ге^л^'^^^"^^ если е^ев''! 

Утверждение леммы 4.3.6 теперь следует из (4.3.36), 
(4.3.38) и теоремы о неявной функции. 

Так как О {У 1 • Ш совпадает с областью определения 

функции , то из лемм 4.3.4, 4.3.5 и 4.3.6 следует, что 

множество В1^^^^Ме€{0/]^1^^^^^£)=о^ Сп„П^^Н + <,п^^г-) 

является одномерным -подмногообразием в (0,^) . Пусть У\. 
- его связная компонента. Как и в § 4.2 доказывается, что А 
некомпактна и потому существует гомеоморфизм •' А • 
Пусть (я,') - предельная точка последовательности \Ср) 

(М-р^) ) Р^^^> в Г^?/?^^ Ясно, что е ^ е Л ; в/;^^^ , а 
потому и А ~ замкнутое подмножество области определения 
Т) /г ^ функции ^ (в относительной топологии) . Поэтому 
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ТОЧКИ £^ " находятся на границе Ъ(^^ ^ ) г а точки 
(к^Е^)) 0.^) на границе области определения функции 

Ц^С') . 1фоме того точки (У^H'U^(^]JS),'^), ¿~>)Гtj; 
Ь^т^ должны принадлежать связной компоненте области опреде
ления функции ^ ( ' ^ '•) . Поэтому можно считать, что при некото
ром m~i).^.,Ю 

В силу непрерывности функции Х^^^ при некотором р€ к/ 

Отсюда и из лемм 4.3.3 и 4.3.4 следует, что' 

А^{г^9"1''^(А) I (4.3.39) 
где £ , 2ю) а ^ определяется условием (4.3.31). 

Условию (4.3.39) удовлетворяет единственная связная компо-

нента , множества ^ , а ее замыкание 3^ является 

(_ -дутой с концами в точках Ь - и ь - . Обозна
чим л . -^д/ „^ц). Ясно, что B>'J имеет 

1 свойства, описанные в формулировке теоремы, • и при ^€(~^/SJ 

Чу^1 Ь1^.1 ^ ^ (4.3.40) 
Теперь при достаточно малом ^ утверждения 1)-2) теоремы 

следуют из (4.3.11), (4.3.20) и (4.3.40). 
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ПЕИЛООКЕНИЕ. ДСЖТ^ЗЙЛЕЛЬСТВО ТЕХНИЧЕСКИХ Л Е Ш 

Лемма 1.2.2. Сутствует такое число К^^Ы г У Т О лри 
К ^-<у,..^п, уравнение ̂  (О, ] и ^ е е г на интервале 

единственное решение < ^ - г цри этом 

СиТ) г1^^0\ (П.2) 
Для доказательства леммы 1.2.2 нам понадобятся вспомога

тельные утверждения. Будем следовать обозначениям § 1.2. На-

' помним, что функция б^/Г'^;^] ̂  определена на £о,и^ , 

Лемма 11.1. Если при некоторых т£^1, В2_С[0,^) сущест

вует [о,0 ( Вг,) / то 1) функция ^^[0,0,') определена в 

некоторой окрестности точки <^2^ / 2) Э^^{ОуО^ ^2.)/9 ̂ 2.^ ̂ ' 

Доказательство, Из существования С 0^0, £2.) следует 
существование ^.'^{0,0,^) и неравенства '^^^¿0, 0^ ^^ъс 

при р А Р^"I . Используя непрерывность ^СС") *) ^ по индукции 
доказываем существование ^^^СО/О^ ¿2.) ^ неравенства 
'jC^(^J ^J^2^)'^'^ для ^^/11-1 и ДОС^^'^очно близких к 
и, тем самым, утверждение 1) леммы. Утверждение 2) получаем по 
индукции, используя положительность 
при 

Лемма П.2. £;сли при некоторых ГШ ̂  ^ 1^^^) 1 i ) существует 

^'^[0,0^ ' у'^(Оу^) существует для всех ^^^Со, 
Доказательство. Обозначим через ^ множество тех ^ 2 ^ ^ ^ ' 

для которых существует. Вследствие леммы П.1 
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^ открыто и содержит интервал вида {£г)-^^ ^ г ) ) ^ ^ ^ ' 

Пусть О^^-С^з,) ^г) -связная компонента \] , содержащая 
у 

этот интервал. Если , то утверждение леммы справедливо. 
Если ^2.^0 , '^¡0 у^СО^ О, ^2.) н^ существует. Тогда при 
некотором У^(^/^>^г) существует и 

По определению гри этом ^ 

У<£^^С<^) "^^З ^̂ /"̂ у̂ -5) ^2 )̂ - существует (П.4) 

и 
-л 
^ (П.5) 

Из (П.4) согласно утверждению 2) леммы П.1. следует, что 
\)£^еЗ^ ^^^(0,0, 9^)/д >0. Поэтому /^(О,^, •) возрас-
тает на ; б-̂ У в противоречие с (П.З) и (П.5) . Тем самым, 
лемма П.2 доказана. 

Доказательство леммы 1.2.2. Так как У^зб/^ {̂<:?| -
~~И^Со)<^0 ' 1/уЬбМ существует такое число сГ^^^'>0^ что 

Г„^(?.£2)<го "ри £^eЯ^•^''^J, ^='.-./7. (П.6) 

Фиксируем пока ^9-i^.-^^/9 . Вследствие (1.2.11) найдется такое 
натуральное число = , что 

и потому 

Из леммы П.2 следует, что ^0, определено при всех 

^2. ̂  ^-^ • Аналогично доказательству леммы 1.2. 1̂  из (П. 8) 

получаем для чисел К >^Ка оценку (1.2.19), а потому и нера
венство 
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9 ; (П. 9) 

Из (П. 6) при р-к:^ , (П.8) и (П. 9) следует, что уравнение 

(0,^1^)'=^01 (Х^) ̂ 3 ^ имеет единственное решение. Обоз
начим его (Р «̂ /̂ о̂  

Пусть теперь уже доказано, что при }С^о - р - (^-1 уравнение 

>9 ^р^(0]ёг)-0 имеет на (о^£В1 единственное решение 
причем £^<Р''' < ^̂ ''̂  при г^:^/^-/ . из равенства 

С ('̂?. = С следует, что 1С"''(о, 0J е^""') ̂  
и потому 1 (• V ^ г / существует. Согласно лемме П. 2 
существует и Г С^^О б.} при всех £'2_^Со, £у / . Поскольку 
для и^'ру^^'^о справедлива оценка (1.2,19), то как и в доказа
тельстве леммы 1.2.1 получаем 

^ ^ Со.г^уь "Р"" ^2.^^^^^^^"') ̂  (П.10) 

Так 1сак ^ г 2^ единственное решение уравнения 
^^^^(О, 2̂,) :=̂<̂  , то с учетом (П. 8) при , находим, что 
если значение ̂ ^^¿.^10,^^)J ^2,^/?/"^^^ существует, то оно 
неотрицательно. Так как в силу (1.2.11) ^ Со,'^-^\)> 

[0(&2^) г если хшеют смысл обе части этого равенства, 
а ^ (^0 ^^^'^ существует, то 

при ё^йС^^^^'у ̂ ) -либо ̂ ^^^О, £ 2 ) ^ ^ г 

либо Со,С2^ не существует. 
(П.11) 

Теперь из (П.б) при р:^^ , из (П. 10) и (П. 11) следует, 
что уравнение ^^^^Со, ¿гJ^^ имеет на С0(1) единственное реше
ние ^2.~ ^2!^ ^ ) '^2.'^^) I при этом В точках ^ 2 ^ ) 

из области определения функции ^^^^^) ^2) 
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По индукции это утверждение верно для всех натуральных к:: ̂ ^/Со. 

Обозначим теперь = ДУ //^о^О ̂' • • > ' Пусть к:^?,к:^ . 
Из (1.2.14) и равенства ( ^ / ^ получаем для М~1,,,,)>^^ 

то есть ̂ ^^(О) ^2, ^ )'^0 . Из (П. 12) при с Г — т е п е р ь сле-

дует, что ^ ^2. • Пусть /̂ -/. Из (1.2.14) имеем 

^J^^c^^^) )^^^>41к: X . Отсюда и из (П.12) при. 

^'/-И получаем *̂  ̂  ̂  . Неравенства (П.1) доказаны. 

Ясно, что существует такое число ̂ ^ ^ ^ ' ̂ '̂ '̂  всех 

'̂/;/..;/7 при К-^^>о , Предположим, что ^ >'0 

Тогда векторное поле Х^' ^ ̂  ' (^г ̂ х) л не имеет седловых 
связок. Таким же должно быть и векторное поле Х^ для £-
достаточно близких к £ , в частности, для & ~ (О^ £- ) с 

достаточно большим ^ , что невозможно. Таким образом, выпол
няется (П.2) и все утверждения леммы 1.2.2 доказаны. 

Лемма 4.2.1. Существуют такие положительные числа и 

г что если при некоторых 9.€С^у£^]^^ Ю^^>^2^ Лг^/, 2-

Доказательство, Обозначим 
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где с и - постоянные из оценок 
Можно считать, что 

а столь мало, что 

(П.16) 

(4.2.1) и (4.2.2) . 

(П.17) 

(П.18) 

Ш (4.2.2) и (4.2.5) имеем 

q и"" é 7 ^ f-^. < / ^ i ^ (П.19) 

при Е&Со,е^)^^ г1с^^<^г^^ (^^^>2)^ 
Из (П.19) и равенства ^^^^1^)-^^ индукцией по получаем 
при т-г^.^.уУ)^^ ; /¿^-//2 у ^^(^С?у£^;^ 

7 

/71 ~/ W~/ 

'к. 

Отсюда и из (4.2.5). (П.16) и (П.17) следует, что 

Ясно, что существует число Л) со следукщими свойствами: 

(П.20) 

(П.21) 

Покажем по индукции, что при ГУ]-2,,<')^У: ) ) ^€(0, £^)'^ 

/с 

/ 

9е 

Из (4.2.3) и (П.21) получаем 

то есть неравенство (П.22) с Л?—2-, 

(П.22) 
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Вследствие (4 .2.6), (П.20), (П.13) и (П.18) 6'/^ < Г) 
при т-1,,,,^П^ и потому 

2- ' ^ « ^ ^д^23) 
Пусть неравенство (П.22) справедливо гри некотором 

^ = 2̂ ,.,, /̂ -̂/ . Тогда из равенства 

24) 

при , используя (4.2.2), (4.2.3), ; (4.2.5), (П.20) -
(П.22), получаем 

и потому неравенство (П.22) справедливо при ъсек /n-2J ,,,> • 

Из (П.20) и (П.18) следует, что 

^ (П.25) 
и потому 1Г1-'{ ^ 1£п 5к / "Р^ т - ^ , , где 
Д^^^/ I -би X I • ̂  этого неравенства получаем 

где • ̂  (П.25) и возрастания функции 
"и\бг1Ъо\ на (0,е~') имеем при m-2J,,,,^1J^ 

"/с 
Теперь оценка (П.14) следует из (П.22), (П.26) и (П.27). 



159 

Используя•(4.2.2), (4.2.4) и (4.2.5), имеем 

Отсюда, из (4.2.2), (4.2. 4) и из равенства (П.24) по индукции 
получаем неравенство (П. 15) с JO -/-Д . Лемма 4.2.1 доказана. 

Лемсаа 4.3.1. Дш? любого числа 7 > Х> чиода Ы и ^ можно 

выбрать так, что из условии (4.3.6), (4.3.7) следует, что 

^ (П.30) 
Доказательство леьшы 4.3.1. Будем следовать обозначениям 

§ 4.3. Нам понадобится 
Лемма П.3. Сушествуш числа 2 и -Ъи [О^В^ё^) О^гс^^^) 

такие, что для лк&ого В С: (~£ найдутся окрестность 

цикла и С -диффеоморфизм 

такие, что 1) ̂ ^({О^ X (Я/ж)^ для [-^, ^ : 

1п^1'> 1(-т1у-й) ' '^^ ̂  векторного паля / (У̂  те 

же траектории, что у векторного поля в , имеющего в 

координатах (ос) 3>>^ос^^^ ̂  задаваемых диффеоморфизмом Ь^^ вид 

где функции и 0^ принадлежат классу С / 1-периодичны 

по S и 

^С0,^^0)= (^Со,^,о)^ о . (П.32) 



160 

Доказательство. Пусть гСвСо^ ) ; £ ^ (^О, 9^) • В коорди
натах £ тйс/1) , задаваемых 
ее[~^уЮ^, X? ' PiУyS'J г) Э/2^+ Ш%5; 0 где функции 
и ^ принадлежат классу С ^, 1-периодичны по Т и 
Р(0 ^ ' ограничения общности можно считать, 

что "^^€1^/^ С1 (€,^¿0) • Поэтому ^ и ^ можно выбрать 
столь малыми, что 

Рассмотрим в векторное поле Х'^^Р^'ЦУ^Г^)''^^^ ^^^^ I 

где Р^'р/О • Очевидно, что функци! принадлежит классу 

^ , 1-периодична по ^ , Р^(о,3) , а траектории 

поля X те же, что у поля ){ [ 0^ . 

Пусть ^ = - уравнения траектории поля X Г, 

начинающейся в точке с координатами {у^ £) - о) . Тогда 
У^Ы)^)~'}](11)^I ̂ } • ̂  уравнений в вариациях вдоль траекто
рии получаем при ?, 

Сравнивая это вьражение с, (4.3.4), имеем 

1^^Р^(0,^,^]Р^ ^^"=0 при 
В силу этого равенства, для £^{-^^ё) определена С -замена 
координат 

В новых координатах поле ) ( ^ имеет вид 

где функция (9 принадлежит классу С^'^ , 1-периодична йо 
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о 
У!ы можем представить ^ в ваде 

/гec^-^ р^ес^-^ ^€е^-^ 
Пусть 2 г Ь , о ) ^ - уравнения траектории поля 

У ̂  , проходящей через точку с координатами {Ъi 5)=(1//0), 
II 

Из уравнения в вариашях для ^ 2 С'^)'^) ̂  вдоль траектории 

^•=-0 поля нетрудно получить, что 

Сравнивая с (4.3.5), имеем 1^[0,$^'0)с)$' • В силу этого 
О 

равенства, мы можем сделать в достаточно малой о1фестности Г/ 

С^'-замену координат , 3 К^^^ ) ) ̂  т о сЦ)^ 

V 
В новых координатах 

где L и р - функции класса ^ ^^ 1-периодичные по 

— ( п '2-2-

Обозначим теперь ̂  :-:z ] ̂ С$^о)с13 и сделаем С -замену 
координат 

л s 
В новых координатах 

Э5 ) 
г-3 

где функции 1̂ и (^ гринадлежат классу С , 1-периодичны по 
(5" и удовлетворяют (П.32) . С помощью уравнений в вариациях 
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нетрудно убедиться, что Ъ'^^(0,о)/дЕ^-:^ . Принимая во внимание 
(4.3.3) получаем, что ̂ — 4. , 

При достаточно малых 6 и ^ ^0 

Поэтому определены С -вложения 
заданные формулой П^Ос,^) ' — / у ^ ° Р ^ е . ^'^^ ' Обозначим 
'^Г'^2У^-^}^)У'11^)) Х^:=У'^1 (У . Утверждение 3) 

леммы теперь очевидно. Так как И^^О^/^^^^е^"^^ ' ̂  замены 
^0 ) ̂  и тождественны на дуге <5=^ , то имеем и утвер
ждение 2) лемьлы. Поскольку 1]оС{^^^В/Ж-)^Ц г а замены , 
и 6'^ тождественны на {0^)с^/^ , то справедливо и утвержде
ние 1) леммы. Тем самым, лемма П.З доказана. 

Докажем оценку (П.28). Пусть . Обозна
чим . Пусть X 
Ь^С^/Ь) ~ уравнения положительной полутраектории поля I [/^ 

проходящей при -1=0 через точку с координатами 
Сх,$) ̂ (к^ о) , 'и.^(-Ы) -с^/ъ) . Из леммы. П.З и определения 
У^(т,&) ясно, что ̂ ^(^,^)'Х("^)>^)^) при УУ^^С^Л) 

Если с| и / достаточно малы, то вследствие (П.31) и (П.32) 
дХ.Ы,-Ь^'^)/'^Ь>0,±^[о,г) . Поэтому }1^вС0;^) , а функция 
У (^) ^) имеет обратную "ГС^л ̂  ' ? ^) , причем ~Г(' > 
Обозначим ^/7^ ' - ̂ ^ и ^ И , €.) - X ) > 

Функция ^С-^^/^)'^) ^) С (--и г.) удовлетворяет уравнению в 
вариациях сЦо^/М -РЧ9('^,-(^(^(^г<:) ^)) и началь-
ному условию У1^, [к, о, 9^- о . Поэтому 
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— €Х-/; 

'и, 

^ ^ г ^ ^ г . . ^ . " ^ i /'Г̂ -̂ */ J ' ^ ^ ' ^ ' ^ • (п . з з ) 

Так как ^ ̂  )Т' ̂  , то найдется число .1<Г>о такое, 

что в точьсах 

Будем считать, что (^^й/2^ • ̂  (П.32) и (П.34) 
следует, что в точках 

\^\-^1с^\^К:Ы-^1) > (П.35) 
Выберем числа ) 0^1 С(.~1(^) следуЕОцим образом: 

а.сао^а^ ^ 0^fi ^ Я г , (п.зб) 

Обозначим 
7\'.- ^1 1аг. . (П.37) 

Из (П.34) - (П.36) следует, что для достаточно малых и 

<Г при г ^ ^ ^ г ) 

где |С( = 1̂; (^-^ Г) ; а при ^='^(у,Х,€.) 

Р^^^ ^ €,(^-*В)+(^о^^)^^ ^ (П.39) 
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т (П.38)у (4.3.7) и (П.37) получаем 

2 ^"'91 (Г) 

Используя (П.ЗЗ), (П.39), (П.40), (4.3.7) и очевидное 
неравенство ^ ̂  ̂1 / имеем 

(П.40) 

с1/3 

Поэтому для любого можно подобрать так, что выпол
няется неравенство (П.28) . Так как X можно выбрать сколь 
угодно близким к 1, то 1? можно взять сколь угодно малым. 

Докажем неравенство (П.29) . Аналогично (П.39) и (П.40) 
имеем 

91М 
г 

си (П.42) 
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при ^ 

где 1)^ зависит только от ' ̂  //Д ̂ <^г/^/' 
Из (П.33), (П.41), (П.42), (4.3.6) и (4.3.7) получаем 

С с1ои 

где числа 8^ ) ^з- зависят только от , (З-̂ , ¿̂ 2- и . 
Поэтому для любого найдется такое ̂  , что при 
Я. ̂ Co^JJy[~^JSЗ будем иметь оценку (П.29) . Так как ^ у 
можно считать сколь угодно близким к 1, то Р можно взять 
сколь угодно малым. 
Оценка (П.30) доказывается аналогично оценкам (П.28) и (П.29) . 
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В 3 

Рис.3 Бифуркационная диаграмма семейства 

^0 ^1,1, i • 
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Рис.11 Перекрещивакщиеся контуры из сепаратрис 
седла и седло-узла . 
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Рис.12 Траектории векторного поля У ^Х*^ (¿--/,2), 

Рис.13 Траектории векторного поля Х о ^ ^ ^ а ' ' (~^-'^)^) -
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« В , 

есв. 

£6 6 /МО 

Рис.15 Перестройки фазовых портретов в семействе { У̂ . ^ 
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K)1f f f 

eed 

Рис.17 Перестройки фазовых портретов в семействе i)(t\¿£^° > 
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Рис.21 Бифуркационная диаграмма семейства ¿X ĵ'ĝ tо > У ^ ^ Х 
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Рис.22 Траектории поля Рис.23 Траектории поля 

щицв »54 

Рис.24 Траектории поля 
^ 2 3 V 
2. -/ д> ч I 

Рис.25 Траектории поля 

тождественная перестановка. 



183 

Рис.27 Бифуркациоьшая диаграмма семейства •/ У^У^е^^/ 
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Рис.28 Бифуркационная диaгpa^dмa семейства { )(¿ ̂  

2^^ 3 4 S 
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