úÁÄÁÞÉ Ë ÌÅËÃÉÉ 7

1) ðÕÓÔØ a = (a_1; : : : a_n) ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a_1; : : : ; a_n; 1 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ k ∈ Z^n ŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ~S_n(_k)(x) =^1_n^{n−1} ∑ j=0 _k(T^j (x)) ÆÕÎËÃÉÉ _k(x) = e^{2ßi(k;x)} ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÄŒÉÇÁ T (x) = x + a (mod 1) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ËÏÎÓÔÁÎÔÅ (ËÁËÏÊ?).

2) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{n→∞} ~S_n(Ø_I )(0).

3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ^T : (x; y) → (x + ff; y + x) ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ, ÅÓÌÉ ff =∈ Q.

4) ðÕÓÔØ R_’ : (x; y) → (x; y + ’). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÅÒÙ ¯, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ R_’ ÓÒÁÚÕ | ÜÔÏ ¯_1 ⊗ ˘, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÍÅÒÙ, ÞÔÏ ¯(A × B) = ¯_1(A)˘(B), ÇÄÅ ¯^1 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÒÁ, Á ˘ | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

5) ðÕÓÔØ ¯ | ÍÅÒÁ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ^T . ôÏÇÄÁ ÍÅÒÙ ¯_fi (A) = ¯(R_fi A) É ¯_E (A) =^1_{˘(E)} ∫ E ¯_fi(A) dfi ÔÁËÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ^T .

6) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) ¯_S1 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ R_fi ; Â) ¯_S1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÔÏÒÅ.

7) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¯ ≠ ¯_S1 , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ S^1 = E ⊔ F Ó ˘(E); ˘(F ) ¿ 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ¯_E ≠ ¯_F , Á ÔÏÇÄÁ ÍÅÒÁ ¯_S1 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ^T .

8) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ^T ÓÔÒÏÇÏ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏ.

9) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ffk^2 + fik + fl|k ∈ Z} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ S^1, ÅÓÌÉ ff =∈ Q. 10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ff_nk^n +· · ·+ff_2k^2 +ff_1k +ff_0|k ∈ Z} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ S^1, ÅÓÌÉ ff_n =∈ Q.

úÁÄÁÞÉ Ë ÌÅËÃÉÉ 7

1) ðÕÓÔØ a = (a_1; : : : a_n) ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a_1; : : : ; a_n; 1 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ k ∈ Z^n ŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ~S_n(_k)(x) =^1_n^{n−1} ∑ j=0 _k(T^j (x)) ÆÕÎËÃÉÉ _k(x) = e^{2ßi(k;x)} ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÄŒÉÇÁ T (x) = x + a (mod 1) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ËÏÎÓÔÁÎÔÅ (ËÁËÏÊ?).

2) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{n→∞} ~S_n(Ø_I )(0).

3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ^T : (x; y) → (x + ff; y + x) ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ, ÅÓÌÉ ff =∈ Q.

4) ðÕÓÔØ R_’ : (x; y) → (x; y + ’). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÅÒÙ ¯, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ R_’ ÓÒÁÚÕ | ÜÔÏ ¯_1 ⊗ ˘, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÍÅÒÙ, ÞÔÏ ¯(A × B) = ¯_1(A)˘(B), ÇÄÅ ¯^1 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÒÁ, Á ˘ | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

5) ðÕÓÔØ ¯ | ÍÅÒÁ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ^T . ôÏÇÄÁ ÍÅÒÙ ¯_fi (A) = ¯(R_fi A) É ¯_E (A) =^1_{˘(E)} ∫ E ¯_fi(A) dfi ÔÁËÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ^T .

6) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) ¯_S1 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ R_fi ; Â) ¯_S1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÔÏÒÅ.

7) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¯ ≠ ¯_S1 , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ S^1 = E ⊔ F Ó ˘(E); ˘(F ) ¿ 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ¯_E ≠ ¯_F , Á ÔÏÇÄÁ ÍÅÒÁ ¯_S1 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ^T .

8) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ^T ÓÔÒÏÇÏ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏ.

9) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ffk^2 + fik + fl|k ∈ Z} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ S^1, ÅÓÌÉ ff =∈ Q. 10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ff_nk^n +· · ·+ff_2k^2 +ff_1k +ff_0|k ∈ Z} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ S^1, ÅÓÌÉ ff_n =∈ Q.